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Ky hiéu

Ta st dung cac ky hiéu thong thuong ciia Bourbaki.

~{0,1,2,...},
vanh cac s6 nguyén
truong so6 thuc

= N Z

F, =7Z/pZ trudng c6 p phan tt, p 1a mot sd nguyeén to.
XCY X la mot tap con cia Y
x 'y X duge dinh nghfa 1a Y, hodc bing Y theo dinh nghia
X~rY X dang cau véi Y
X~y X va Y dang cau chinh tic
(hodc c6 mot dang cau da cho, hodc cé6 duy nhat mot déng cau).

Khi c6 mot quan hé tuong duong, [«] ky hiéu 16p tuwong duong chira .
Luyc lugng cia mot tap hop S duge ky hieu 1a |S| (do d6 |S| 1a s6 céc
phan t1t clia S, néu d6 1a mot tap hitu han.) Gid stt I va A 1a cac tap
hop. Mot ho cac phan tit cia A duge gan nhan béi I, ky hieu 13 (a;)er,
14 mot ham i+ a;: I — A. Trong gido trinh nay, p 14 mot sd nguyén to.
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CHUONG 1

Cac khai niém va két qua co ban

1.1. Vanh
Mot vanh la mot tap hop R duge trang bi hai phép toan hai ngoi +
va - théa méan:
e (R,+) la mot nhom giao hoan;
e - c6 tinh két hop, va ton tai ' mot phan tit 1z théa mén a-1p = a =
1g-a v6i moi a € R;
e Luat phan phoi: véi moi a,b, c € R,
(a+b)-c=a-c+b-c
a-(b+c)=a-b+a-c
Ta thuong bo di ” -7 va viét 1 thay cho 1z khi khong c6 sy 1an lon. Néu
1z =0 thi R = {0}.
Mot vanh con S ciia vanh R la mot tap con chia 15 va déng dudi
phép cong va phép nhan. N6 thita hudng cau trac vanh cta R.
Mot dong cau vanh o : R — R’ 1A mot anh xa théa man:
a(a+b) = afa) +alb), alab) = a(@)alt), a(lp) =g

véi moi a,b € R. Vanh R dudc goi 1a giao hoan néu phép nhan c6 tinh
chat giao hoan:
ab = ba v6i moi a,b € R.

LChiing ta sé theo quy wéc clia Bourbaki, yéu ciu mot vanh phai ¢ 1, vi thé cac ddng ciu ciing
can bdo toan phan tit 1.
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Mot vanh giao hoan duge goi la mot mién nguyén néu 1p # 0 va phép
nhan tuan theo luat gian uée:

ab =ac,a # 0, suy ra b= c.
Mot idéan I ctia mot vanh giao hoan R 1a mot nhom con cua (R, +) co
tinh chat déng d6i véi phép nhan bdi cac phan tit clia R:
re Rael, suyraracl.
Idean sinh bdi cac phan tit a1, . . ., a, duge ky hieu béi (a1, . .., a,). Vidy,
(a) la idean chinh aR.
Chiing ta sé coi nhu doc gid da lam quen véi Iy thuyét co ban vé vanh.

Vi dy, trong Z (hay néi chung, trong bat k¥ mot mién Euclid nao) mot
ideéan I sé dugc sinh bdi mot phan t khac khong "nhé nhat" cta 1.

1.2. Truong

Dinh nghia 1.1. Mot truong la mot tap hop F dude trang bi hai luat
hop thanh + va - thoa méan:

(a) (F,+) la mot nhém giao hoan;
(b) (F*,-), v6i F* = F\ {0}, la mot nhoém giao hoén;
(c) C6 luat phan phoi.

Nhu vay, mot truong 1a mot vanh giao hoan khac khong ma moi phan
tit khac 0 déu c6 nghich ddo. Néi rieng, n6 13 mot mién nguyen. Mot
truong phai chita it nhat hai phan tit khac nhau, 0 va 1. Truong bé nhat,
nhung 13 mot trong nhitng truong quan trong nhat 1a Fy = Z /27 = {0,1}.

Mot trudng con S ciia truong F 1a mot vanh con déng dbi véi phép
l1ay nghich ddo. N6 thita hudng cau tric clia mot truong ti F.

B dé 1.2. Mot vanh giao hodn khdc khong R la mot truong néu va chi
néu né khong chita mot idéan nao khdac ngoai (0) va R.

Chiing minh. Gia st R la mot truong, va I la mot idéan khac (0) trong
R. Néu a 1a mot phan tit khacOcta I, thil=a'a e I, vado vay I = R.
Ngugc lai, gia sit R 1a mot vanh giao hoan khong c6 idéan con thyc su
nao khac (0). Néu a # 0, thi (a) = R, va phai ton tai mot phan t1t b trong
R thoa man ab = 1. ]
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Vi du 1.3. Cac tap hop sau day la cac truong: Q,R,C,F,
Z)pZ  (p la s6 nguyén to).

Mot dong cau trudng o: F — F’ don thuan la mot dong cau vanh.
Dong cau d6 1a mot don anh vi kera 1a mot idéan thyc sy (n6 khong
chtia 1), va vi thé phai bang (0).

1.3. Dic s6 ctia Trudng

Dé thay rang anh xa
Z—>F, n—lp+---+1p (nlén),
14 mot dong cau vanh. Vi du,

(lpt+-+1lp)+(Qp+-+1p)=1lp+- - +1f

J/

m " men
nho tinh chat két hop ctia phép cong. Béi vay, hat nhan ctia né 1a mot
idéan trong Z.

Trudng hop 1: Néu hat nhan clia anh xa 1a (0), khi d6
nlp=0=n=0 (trong Z).
Cac s6 nguyén khac 0 duge anh xa thanh cidc phan tit kha nghich
cua F b6inw—n-1p: Z — F, va do vay anh xa nay mé rong dugc
thanh mot dong cau

% s (m-1p)(n- 1) Q = F.

Trong truong hop nay, F chita mot ban sao ctia Q, va ta néi rang
né c6 dac sbé 0.

Trudng hgp 2: Néu hat nhan ctia 4nh xa khac (0), thi n- 1 = 0 vdi
n # 0 ndo d6. S6 nguyeén duong n nhé nhat nhu thé sé phai 1a maot
s6 nguyéen t6 p (néu khong sé ton tai hai phan tit khac 0 trong F
ma tich ctia ching bang 0), va p sinh ra ideéan hat nhan. Do d6, d&nh
xan— n-lp: Z — F xac dinh mot dang cau tit Z/pZ lén vanh con

{m-1p | me 7}

ctia F. Trong truong hop nay, F' chita mot ban sao cua [Fp, va ta noi
rang né co6 dic sb p.
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Céc truong Fo, F3,Fs,...,Q dugc goi la cac trudng nguyén td. Moi
truong déu chita diung mot ban sao clia ding mot trong cac truong
nguyén t6 do.

Nhan xét 1.4. Dinh ly nhi thic

(a+b)"=a"+ (T) a™ b+ (7;) a2

van ding trong moi vanh giao hodn. Néu p la s6 nguyén to, thi p chia
hét (pr) vdi moir mal<r<p*—1. Do dé, néu F co6 dic so p, thi

(a+0)?" =a?" + " vdi moin > 1.

Do vy, dnh za a — a”: F — F la mot dong ciu. N6 duge goi la tw
dong cadu Frobenius cia F. Néu F ¢ hitu han phan ti, tu dong ciu
Frobenius la mot tu ding cau.

1.4. Nhic lai vé vanh da thiic

Cho F la mot truong.

1.5. Vanh F[X] cdc da thic theo kij hiéu (hodc "bién") X vdi hé s6 trong
F la mot F-khong gian véc to co co sd 1, X,..., X" ... va phép nhan dugc
xac dinh boi

(Z aiXi> <; ij]’> = D by | x*

i ko \it+j=k

Véi moi vanh R chita F nhu la mot vanh con va phan té r € R, ton tai
duy nhat mot dong ciu a: F[X] — R théa man a(X) =r va a(a) = a vdi
mot a € F.

1.6. Thuat todan chia: cho f(X) va g(X) € F[X] vdi g # 0, ton tai
q(X),r(X) € F[X], d dor =0 hodac deg(r) < deg(g) sao cho

f=g9q+r;

hon nita, ¢(X) va r(X) duge xdc dinh duy nhat. Do dé, F[X] la mot mién
Euclid ¢6 anh za chuan la bac, va do vay noé la mot mien nhan ti hoa.
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1.7. Cho f € F[X| va a € F. Khi do
f=X—-aq+c

vdi g € F[X] va c € F. Néu a la mot nghiém cia f (tic la f(a) =0), thi
X —a chia hét f. Do tinh phan tich duy nhat, f c6 nhieu nhat deg(f)
nghiém (xem Bai tap 1-3).

1.8. Thudt todn Euclid: Cho f va g € F[X] c¢6 udc chung Ién nhat la
d(X). Thuat toan Fuclid xay dung cdic da thic a(X) va b(X) thoa man
a(X) - f(X) +b(X) - g(X) =d(X), deg(a) <deg(g), deg(b) <deg(f).

That vay, khong mat tinh tong qudt, cé thé gid st rang deg(f) > deg(yg).
S dung thudat todn chia, ta zdy dung mot day cdc thuong va phan du
nhu sau

f=qog +ro

g=qgro+11

ro = qor1 + 72

Tn—2 = qnTn—1 + T

'm—1 = gn+1Tn

¢ dé r, la phan du cudi cung khdc 0. Vay thi, r, chia hét rn_1, do dé
chia hét rp_o, ..., g va cuoi cung la f. Hon nia,

'm =Tph—2 —4nTn—1 = Tpn—2 — Qn(rn—?) - Qn—lrn—Q) == af + bg

va do vay moi udc chung cia f va g chia hét r,: ta via chitng minh rang
rn = ged(f, g).

Gid st af +bg = d. Néu deg(a) > deg(g), viét a = gq +r vdi deg(r) <
deg(g); khi do

rf+(b+af)g=d,

va b+ qf hién nhién cé bac nhé hon deg(f).

PARI ¢6 thé thuc hién thudt chia Euclid: g6 divrem(13,5) trong
PARI sé trd vé [2,3], tic la 13 =2 x 54 4, va ged(m,n) trd vé wdc chung
l6n nhat cia m va n.
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1.9. Gid su I la mot idéan khac (0) trong F[X], va f la mot da thic
khdc 0 c6 bac nhé nhat trong I; khi dé I = (f) (vi F[X] la mot mién
Euclid). Néu chon f la mot da thic don khéi®, tic la ¢ hé s6 dau bing
1, thi né sé dudc zac dinh duy nhat béi I. Do dé, cé6 mot tuong ing
1 — 1 gitta cac idéan khdc (0) ciua F[X] vdi cic da thic don khdi trong
F[X]. Cdc idéan nguyén to tuong ting vdi cic da thiic don khdi bat kha
quy.

1.10. Vi F[X] la mot mién nguyén chinh, ta co thé zay dung truong cdc
thuong F(X). Cdc phan tii ciia né la cdc thuong f/g vdi f va g la cdc da
thic, g # 0.

1.5. Phan tich da thtc

Cac két qua sau day gitp ta xac dinh xem mot da thitc c6 kha quy
hay khong, va néu c6 thi tim cac nhan ti ctia no.
Meénh dé 1.11. Gid sitr € Q la mot nghiém ciia da thic

amX™ 4+ am 1 X"+ vy, a;€Z,
va r =c/d voi c,d € Z,ged(c,d) = 1. Khi do clag va d|ay,.
Chiing minh. Tt phuong trinh
amC™ + a1 A+ -+ apd™ =0

ta co6 ngay d|a,,c", va do do6 d|a,,. Tuong tu, c|agp. ]

Vi du 1.12. Da thic f(X) = X3 — 3X — 1 bdat khd quy trong Q[X] bdi
nghiém cé thé c¢é ciia né la +1, nhung f(1) # 0 # f(—1).

Meénh dé 1.13 (Bo6 dé Gauss). Cho f(X) € Z[X]. Néu f(X) phan tich
khong tam thuong trong Q[X], thi né phan tich khong tam thuong trong
Z[x].

Chiing minh. Gia st f = gh trong Q[X] véi g, h ¢ Q. V6i cac s6 nguyén
m,n thich hop, g def mg va hq ©l b c6 he sb trong Z, va ta c6 phan

tich
mnf = g1 - hy trong Z[X].

2monic = don khéi
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Néu p mot so6 nguyén t6 chia hét mn, 1ay modulo p, ta c6
0=79, - b trong F,[X].

Vi FF,[X] 1a mot mién nguyén nén p chia hét tat cd cac he sb cta it nhat
mot trong hai da thitc gy, hy, giad sit d6 1la g1, thi g1 = pge V6i g2 € Z[X]
nao d6. Khi doé ta c¢6 phan tich

(mn/p)f = g2.h1 trong Z[X].

Ctt tiép tuc lam nhu vay, cudi ciing ta sé luge bé dude hét tat ca cac ude
nguyén to ciia mn, va thu dude mot phan tich khong tam thuong ciia f
trong Z[X]. ]

Ménh dé 1.14. Néu f € Z[X] don khdi, thi moi nhan ti don khdi ciia
f trong Q[X] déu nam trong Z[X].

Chitng minh. Gia st g la mot nhan ti don khéi cia f trong Q[X], khi
dé f = gh v6i h € Q[X] ciing la mot da thic don khai. Chon m,n la hai
s6 nguyen duong c6 it uGc nguyén t6 nhat sao cho mg,nh € Z[X]. Nhu
trong ching minh Bo dé Gauss, néu mot sé nguyen t6 p chia hét mn, thi
n6 chia hét tat ca he s6 clia it nhat mot trong cac da thic mg, nh, gid sit
I mg, thi khi d6 16 chia hét m vi g don khéi. Bay gio g € Z[X], diéu
nay mau thuan véi dinh nghia ctia m. ]

Ghi cha 1.15. Ta phdc thdo mot chiing minh khdc cia Ménh dé 1.1/,
Mot s6 phic o dude goi la mot sé6 nguyén dai sbé néu né la nghiém
ctia mot da thiic don khdi trong Z[X). Ménh dé 1.11 chi ra rang moi so
nguyén dai so trong Q déu nam trong Z. Cdc s6 nguyén dai so lap thanh
mot vanh con cia C - Xem Dinh lij 6.5 trong gido trinh cia toi vé Dai
s0 giao hodn. Bay gio gid st aq, ..., am la cdc nghiém phic cia f. Theo
dinh nghia, ching la cdc s6 nguyén dai s6, va cdac hé so clia cdc nhan tid
don khoi cua f la cic da thic theo caic o; nao do, va do vay ching cing
la cdc s6 nguyén dai s6. Néu ching nam trong Q, thi ching nam trong
7.

Meénh dé 1.16 (Tiéu chuan Eisenstein). Cho

1

f = amxm + am—lxm_ +---4ag, a;c€ Z;

gid s co mot so nguyén to p thoa man:
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e p khong chia hét a,;

e p chia hét ap_1,...,a9;

e p? khong chia hét ap;
thy f bat khd quy trong Q[X].

Chiitng minh. Néu f(X) phan tich dugc trong Q[X], thi né phan tich
dugc trong Z[X],

amX™ 4 am 1 X" b a0 = (0, X" Do) (es X A+ -+ o)

Vi by, c; € Z va r,s < m. Vi p chia hét ag = bycy con p? thi khong nén p
phai chia hét ding mot trong hai s6 by, ¢, gid st 1a by. Tit dang thic

a1 = bger + bicg
ta thay rang p|b, va tit dang thic
as = bgco + bic1 + bacy,

ta thay rang p|be. Tiép tuc lap luan nhu vay, suy ra p chia hét by, by, . .., b,
diéu nay mau thuin véi viec p khong chia hét a,,. O

Ba ménh dé dudi day van ding khi thay Z béi mot mién nhan tit hoa
bat ky.

Nhan xét 1.17. Ton tai mot thuat toan phan tich mot da thitc trong
Q[X]. Xét mot da thic f € Q[X]. Nhan f(X) vdi mot so hiu tyj dé dugc
mot da thic don khdi va sau do thay no boi Ddeg(f)f(%), d dé D la mau
s6 chung ctia tat cd cic hé so cia f dé thu duge mot da thic don khdi
vdi hé s6 nguyén. Do vdy, ta chi can lam viéc vdi cic da thitc cé dang

fX)=X"+a X" 4 tam, a €L

Tu dinh Iy co ban cia dai so (vem 5.6 phia dudi), ta biét rang f phan
tich hoan toan trong C[X] thanh:

FXO) =[x -@), acC

i=1
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Tw phuong trinh

0=f(a;) =™ +a1a™ + -+ apy,

i
suy ra |a;| nhé hon mot chan trén, phu thudc duy nhat vao bac va cac hé
so cua f; cu thé la,

lai| < max{l,mB}, B = mazx|a;|.

Bay ¢io, néu g(X) la mot nhan ti don khdi cia f(X), thi nghiém phic
cla né la cde gid tri oy, va hé so6 ctia né la cac da thite doi xming clia cdc
nghiém cia né (zem trang ?2%). Do vay, gid tri tuyét doi cia cdc hé so
ctia g(X) bi chin bdi mot gid tri phu thudc vao bic va cdc hé so cla f.
Vi ching la cdc so nguyén (bdi 1.1/), ta thay rang cé mot so hitu han
cdc gid tri cé thé cé ciia g(X). Nhu vay, dé tim cdc nhan i cia f(X),
ta (tot hon la dung PARI) chi can thuc hién mot so hitu han cac phép
kiem tra .

Nhu vay, ta khong can ban tam t6i bai toan phan tich da thic
trong cac vanh Q[X] hay F,[X] vi PARI lam dugc tinh toan nay. Vi du,
gd content (6%X~2 +18%X-24) trong PARI tra veé 6, va factor (6xX"2
+18%X-24) trd ve X — 1 va X +4, do d6

6X% 4+ 18X —24 =6(X — 1)(X +4)

trong Q[X]. Go factormod (X~2+3%X+3,7) trd vé X +4 va X +6, chi ra
rang
X243X+3=(X+4)(X+6)

trong F7[X].

Nhan xét 1.18. Co mot quan sat khac kha hau dung nhu sau. Cho
f € Z[X], néu hé s6 dau cia f khong chia hét cho mot so nguyén to p,
thy mot phan tich khong tam thuong f = gh trong Z[X] sé cho mot phan
tich khong tam thuong f = g-h trong F,[X]. Do dé, néu f(X) bat khd
quy trong F,[X], ¢ dé p la mot s6 nguyén to nao dé khong chia hét hé so
dau, thi né bat khd quy trong Z[X). Tiéu chuan nay khd hitu ich, nhung
khong phdi lic nao ciing hiéu qud. Vi du, X*—10X2+1 bat khd quy trong
Z[X] nhung né khd quy * modulo moi p nguyén to.

3T4t nhieén, c6 cac phuong phap nhanh hon cach nay. Thuat toan Berlekamp - Zassenhaus phan
tich da thic trén mot truong hitu han phut hgp Fp, nang cidc nhan t nay lén cac vanh Z/p™Z véi
m nao d6, va sau d6 tim kiém cac nhan ti trong Z[X] v6i dang dting modulo p™.

“Sau day 13 mot chitng minh chi stt dung nhan xét tich ctia hai phan tit khong 13 binh phuong
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1.6. M3 rong trudng

Mot truong E chita mot truong F dudge goi la mot mé rong trudng
cia F (hoac don gidn la mot md rong cua F, va ta n6i mé rong E/F).
S6 chiéu ciia E, xem nhu 13 mot F-khong gian vécto, va ta viét [E : F)
cho s6 chiéu ctia E, c6 thé vo han, xem nhu la mot F—khong gian vécto
dugce goi la bac ciia E trén F va duge ky hiéu la [E: F|. Ta n6éi E hitu
han trén F néu né cé6 bac hitu han trén F.

Néu E va E' 1a cdc mé rong truong clia F, mot F-dong cau F — F’
14 mot dong cau ¢ : E — E’ théa man ¢(c) = ¢ v6i moi ¢ € F.

Vi du 1.19.
e Truong so phiic C ¢6 bac 2 tréen R (co sd {1,i}).

o Truong so thuc R c6 bac vo han trén Q: truong Q dém dugc va
do vay moi Q-khong gian vécto hitu han chiéu ciing dém duge. Tuy
nhién, mot lap luan noi tiéng cia Cantor chi ra rang R khong dém
dugc.

o Truong cic s6 httu ti Gauss

def

Q) = {a+bi|a,beQ}
c6 bac 2 tren Q (co sd {1,i}).

e Truong F(X) c6 bac vo han trén F; thuc ra, ngay ca khong gian con
F[X] ctia né cing c¢é bac vé han trén F (co sd 1, X, X2,...).

trong F,’ 13 mot binh phuong, diéu nay suy ra ti sy kién F;’ 1a nhém xyclic (xem Bai tap 1-3). Néu
2 la mot binh phuong trong F', thi

X' = 10X 4+ 1= (X —2v2X — 1)(X° +2V2X — 1).
Néu 3 1a mot binh phuong trong F,,, thi
X' = 10X+ 1= (X —2V3X +1)(X* +2V3X +1).
Néu ca 2 va 3 déu khong 13 binh phuong trong, 6 sé 13 mot binh phuong trong Fp, va
X' —10X°4+1=(X?— (542V6))(X* — (5 — 2V6)).
Nghién ctu vé céc da thitc nhu vay st dung céc phuong phap khong so cip. Xem chéng han bai béo
Brandl, R., Amer. Math. Monthly, 93 (1986), pp 286 — 288, & d6 chitng minh r&ing moi s6 nguyén

khong nguyén t6 n > 1 xuat hién nhu la bac ctia mot da thitc trong Z[X] ma né bat kha quy trén
7 nhung kha quy trong moi modulo nguyén t6.
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Meénh d& 1.20 (TINH CHAT NHAN CUA BAQ). Xét cdc truong L S
EDF. LJ/F ¢6 bac hitu han néu va chi néu L/E va E/F déu cé bac hitu
han, va khi do

[L:F|=I[L:E|FE:F].

Chitng minh. Néu L c6 bac hitu han trén F, thi n6 chic chan c¢6 bac hitu
han trén E. Hon ntta, FE, 1a mot khong gian con cia mot F-khong gian
véctd, ciing c¢6 bac hitu han.

Do vay, gid st rang L/E va E/F c6 bac hitu han, va dit (e;)1<i<m 1a
mot co s6 cia £ nhu la mot F-khong gian vec to va dat (I5)1<j<, la mot
co s6 ctia L nhu 1a mot E-khong gian vec to. Dé hoan tat ching minh,
ta can chi ra rang (eil;)1<i<m.1<j<n 1& MOt co 86 clia L trén F, bdi vi sau
do6 L sé hitu han trén F véi bac [L: E|[E : F.

Truée hét, (ez‘lj)m‘ sinh ra L. Cho v € L. Khi do6, do (lj)j sinh ra L
nhu la mot F-khong gian vec to,

v = Zozjlj v6i Q; € E,
J
va bdi vi (e;); sinh ra F nhu 1a mot F-khong gian vec to,
aj = Zaijei VOl a;; € F.
J
T hai dang thic trén ta c6

Y= E aijeilj.
2%

Thtt hai, (e;l;);; doc 1ap tuyén tinh. Quan hé tuyén tinh > a;jeil; =
0,a;; € F ¢6 thé duge viét lai Z](ZZ aijei)l; = 0. Tinh doc lap tuyén
tinh ctia (I;); chi ra rang > a;je; = 0 v6i mdi j, va tinh doc 1ap tuyén
tinh ctia (e;); chi ra rang a;; = 0. O

1.7. Vanh con sinh bdi mot tap con

Giao cua cac vanh con ciia mot vanh lai 14 mot vanh. Cho F 14 mot
truong con clia truong £ va S 14 mot tap con ciia E. Giao clia tat ca cac
vanh con ctia E chtta F va S ro rang 1a vanh con nhé nhat ctia E chita F
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va S. Ta goi no la vanh con ctia F sinh béi F va S (hay la sinh bdi
F trén S), ky hieu 1a F[S]. Néu S = {a1,...,a,}, ta viet Flaq, ..., ap)
thay cho F[S]. Vi du, C =R[/—-1].

B6 dé 1.21. Vanh F[S] bao gom tit ci cic phan ti cia E c6 thé biéu
dién duoe dudi dang tong hiu han

i in
E Qi Q) o0y, Gy, €F, o e S0 (%)

Chiing minh. Cho R 1a mot tap tat ca cac phan tit nhu vay. Hién nhién,
R la mot vanh con chita F' va S va n6 chita trong moi vanh con khac
cling chita F' va S. Do vay R chinh la F[S]. []

Vi du 1.22. Vanh Q[r], 7 = 3.14159..., gom tat cd cic s6 thuc c6 thé
viét duge dudi dang tong hitu han

ag + a1 + agm 4 -+ a7, a; € Q.
Vanh Q[i] bao gom tdt cd cdc s6 phiic ¢6 dang a+ bi vdi a,b € Q.

Chu y rang cach viét cia mot phan tit dudi dang (*) noéi chung khong
duy nhat. Diéu nay dung ngay ca véi R[i].

Bo6 dé 1.23. Cho R la mot mién nguyén chita mot truong con F (nhw la
mot vanh con). Néu R ¢6 hitu han chiéu, xem nhu la mot F-khong gian
vécto, thi no la mot truong.

Chiing minh. Cho o 1a mot phan tit khac 0 ciia R - ta phai chiing t6
riing a c6 mot nghich déo trong R. Anh xa z — az : R — R la don ciu
clia F-khong gian vec to hitu han chiéu, va do vay né la toan cau. Noéi
riéng, ton tai mot phan tit 8 € R ma of = 1. O

Chi ¥ ring bo dé ap dung cho cac vanh con (chtta F) ctia mot md
rong truong E cua F véi bac hitu han.

1.8. Trudng con sinh bdi mot tap con

Giao ctia cac truong con ctia mot trucng lai 1a mot truong. Cho F la
mot trudng con cla trudng £, va S 1a mot tap con ctia E. Giao clia tat
cé cac truong con clia E chiia F va S 1a truong con nhoé nhat clia E chia
F va S. Ta goi no la truong con ctia E sinh bdéi F va S (sinh bdi F
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trén S), va ky hieu la F(S). D6 1a truong cac thuong ctia F[S] trén E, vi
14 mot trudng con clia E chita F va S vA ndm trong moi truong khac nhu
vay. Néu S = {a1,...,ay,}, ta viét F(aq,...,a,) thay cho F(S). Nhu vay,
Flay,...,ay,] chita tit cd cdc phan ti ciia F sao cho ching cé thé bicu
dién dudi dang da thitc clia o; v6i he s6 trong F, va F(a,...,q,) chia
tat cd cac phan ti ciia F ma ching c6 thé biéu dién dudi dang thuong
cua hai da thic nhu vay.

B6 dé 1.23 chi ra rang F[S] 14 mot truong néu né hitu han chiéu trén
F, trong truong hop do F(S) = F[S].
Vidu 1.24. Truong Q(7), 7 = 3.14..., chia tat cd cdc s6 phiic ma ching
biéu dién dudi dang thuong

g(m)/h(r),  9(X),h(X) € QIX], h(X)#0.
Vanh Q[i] hién nhién la mot truong.

Mot mé rong E ciia F dude goi 1a don néu E = F(a) véi o € E ndo
dé. Vi du, Q(7) va Q[i] 1a cac mé rong don cia Q.

Cho F va F’ 1a cac truong con cta truong E. Giao clia cac trudng con
cia E chita F va F' 13 truong con bé nhat ciia E chia cd F va F'. Ta
goi n6 14 hgp ciia F va F' trong E, va ky hiéu 1a F - F'. N6 ciing c6 thé
duge miéu ta nhu la trusng con cua E sinh bdéi F’ trén F, hay truong
con trén F sinh béi F:

F(F'Y=F- -F =F'(F).
1.9. Xay dung mét sé mé rong truong

Cho f(X) € F[X] la mot da thiic don khéi bac m, va (f) la idéan sinh
bdi f. Xét vanh thuong F[X]/(f), goi « la anh cua X trong F[X]/(f), tic
1a, z 1a 16p ke X + (f). Khi do:

(a) Anh xa
P(X) — P(z) : FIX] — Flz]
1a mot toan cau trong d6 anh ctia f(X) 1a 0. Do vay, f(z) = 0.

(b) Tu thuat toan chia, ta biét rdng mdi phan tit g clia F[X]/(f) dugc
bieu dién mét cach duy nhat béi mot da thic r c6 bac < m. Do d6
mdi phan tit clia F[X] c¢6 thé bicu dién duy nhéat dudi dang tong

ap+arz+-+ap12™t a; €F (%)
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(c) Dé cong hai phan ti biéu dién dudi dang (x), chi can cong cac he
sO tuong tng.

(d) Dé nhan hai phan t& biéu dién dudi dang (x), ta nhan theo cach
thong thuong, va diing quan hé f(z) = 0 dé biéu thi cac don thiic
c¢6 bac > m theo x dudi dang cac don thic véi bac nho hon.

(e) Bay gio gid st ring f(X) la bat kha quy. Khi d6 moi phan t1t o khéc
0 trong F[X]déu c6 nghich dao, c6 thé tim duge nhu sau: Dimg (b)
dé viét a = g(z) véi ¢g(X) la mot da thitc c6 bac < m — 1, va ding
thuat toan Euclid trong F[X] dé tim dudc cac da thitc a(X) va b(X)
thoa man

a(X) f(X) +b(X)g(X) = d(X)

& d6 d(X) 1a wéc chung 16n nhat clia f va g. Trong truong hop dang
x6t, d(X) 1a 1 vi f(X) bat kha quy va deg g(X) < deg f(X). Khi thay
X béi z, dang thic tréd thanh
b(x)g(x) = 1.
Do vay b(x) 1a nghich dao cua g(z).
Tt cac quan sat trén ta di dén két luan:

1.25. Vdi moi da thic don khdi bat khd quy f(X) bac m trong F[X],

la mot truong bac m trén F. Hon nia, cac tinh todn trong F|x] dudc quy
veé cdc tinh todn trong F.

Vi du 1.26. Cho f(X)=X?+1¢€ R[X]. Khi dé R[X] c6:
e Cdc phan ti: a+ bz, a,b e R;
e Phép cong: (a+bx)+ (d +Vx)=(a+d)+ (b+V)x;
e Phép nhan: (a+ bx)(a' +b'z) = (ad’ — bb') + (ab' + da'b)z.

Ta thuong viét i thay cho x va C thay cho R[z].
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Vi du 1.27. Cho f(X) = X3 —3X — 1 € Q[X]. Ta da biét trong Vi du
1.12 da thite nay bat khd quy tréen Q, va do vay Qlx] la mot truong. N6
c6 co sd {1,x, 2%} nhu la mot Q-khong gian vec to. Cho

B=a"+24%+3 € Q[z].

Sau dé st dung 2> —3x—1=0, ta c6 f = 3x>+Tx+5. Bdi vi X>—-3X —1
bat khd quy,
ged(X3 —3X —1,3X? +7X +5) = 1.

Thue té, thuat toan Fuclid cho ta

(X3 —3X — 1)(_—7X ;2

7 26 28
T o)+ (3X2 +7X +5)(— X2 X

- — ) =1
111 111 +111>

Do do 7 2% 23
2 2
B A
(3z +7x+5)(111w 111$+111)

va ta vita tim dude phan nghich ddo cia B.
Ciing c¢6 thé lam didu nay bang viec st dung PARI

beta=Mod (X~4+2+X"3+3, X"3-3+X-1) s¢ cho § = 32% + 7o + 5 trong
Q[X], va beta~(-1) s& cho ! = (2% — 2z 4+ 28

1.10. Trudng mam

Cho f la mot da thic don khéi bat kha quy trong F[X]. Mot cap
(E, ) bao gom mot mé rong £ ciia F' va mot phan tit o € E duge goi 1a
truong mam ° cia f néu E = Flo] va f(a) = 0. Vi du, cip (E,a) véi
E = F[X]/(f) = F[z] vA a = 2 1a mot truong mam® cia f. Cho (E,a) 1a
mot truong mam, xét toan cau ciia cac F-dai sd

9(X)—g(a): FIX] - E.

Hat nhan ciia né dudge sinh bdi mot da thitc don khéi khac 0, chia hét f,
va do vay phai bing f. Do d6, dong cau nay xac dinh mot F-dang cau

v a: Fla] = B, FIX] 2 FX]/(f).

5Theo A. Albert, Modern Higher Algebra, 1937, ngudi goi trudng phan ra ciia mot da thic 1a
truong cac nghiém ciia noé.
Sstem field= trudng mam
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Néi cach khéc, truong mam (E, o) cia f 1a F-dang cau véi trusng mam
chinh tac (F[X]/(f),x). N6i rieng, mdi phan ti clia truong mam (F, a)
clia f c6 mot bieu dién duy nhat

ap+ara + -+ am_1a™ Y, @ € F, m = deg(f),

ie., 1,a,...,a™ 1 13 mot F-co sé cho F[a], va tinh toadn trong Fla] c6
thé thiyc hien bing cling cic quy téc nhu trong Fz]. Néu (E, /) 1a mot
truong mam tht hai ctia f, thi c6 duy nhat mot F-dang cau E — E’
anh xa o thanh o/. Chung ta doi khi viét "truong mam F[a]" thay cho
"truong mam (Fla], a)".

1.11. Phan ti¥ dai s6 va phan ti siéu viét

D6i v6i méi truong F' va mot phan ti a clia mot md rong truong E,
ta c6 mot dong cau

f(X) = fla): FIX] — E.

C6 hai kha nang.

Truong hop 1: Hat nhan ctia anh xa la (0), do do6 véi f € F[X],
f(a) =0= f =0(trong F[X]).

Trong truong hgp nay, ta noéi rang o siéu viét trén F. Dong cau
X — a: F[X] — Fla] 1a mot dang cau, va né md rong thanh mot
ding cau F[X] — F(a).

Truong hop 2: Hat nhan ctia énh xa # (0), nghia la g(a) =0 véi g # 0
nao dé thuoc F[X]. Trong truong hop nay, ta noéi ring o dai sb
trén F. Cac da thiic g thoa man g(a) = 0 1ap thanh mot idéan
khac (0) trong F[X], idéan d6 dugc sinh ra bdi mot da thic don
khéi f c6 bac thap nhat thoa man f(a) = 0. Ta goi f 1a da thiic
t6i tiéu clia o trén F. N6 la bat kha qui, béi néu khong sé c¢é hai
phan t khac 0 ctia E ma tich ctia ching bang 0. Da thic tdi tiéu
duge xac dinh trong F[X] bdi mot trong cac diéu kién sau:

- f don khdi; f(a) = 0 va chia hét cho moi da thiic g khac trong
F[X] thoa man g(a) = 0.
- f 1a da thic don khéi v6i bac nhé nhat thda man f(a) = 0;
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- f don khdéi, bat kha quy va f(a) = 0.

Chi ¥ ring g(X) — g(a) xadc dinh mot dang cau F[X]/(f) — Flal.
Vi FIX]/(f) la mot truong, ta cling co

Vi vay, Fla] 1a mot truong mam cia f.

Vi du 1.28. Cho a € C théa man o® —3a —1=0. Khi dé X3 —3X —1
don khdi, bat khd quy, va cé a la mot nghiem, va do vay né la da thic
toi tieu cia o trén Q. Tap hop {1,o, a2} la mot cd sd cia Qo] tren Q.
Céc tinh todn trong Vi du 1.27 chi ra rang néu § la a* 4+ 202 + 3 trong
Qla], thi B =3a* + Ta+ 5, va

7, 26 28

_1__ Y o
B = Tt

Nhan xét 1.29. PARI biét cdch tinh trong Qla]. Vi du factor (X~4+4)
tra ve phan tich

X' 44=(X?-2X +2)(X?+2X 4 2)

trong Q[X]. Bay gio g6 nf=nfinit(a~2+2%a+2) dé xzdc dinh mot
truong so "nf" sinh trén Q bdi cdic nghiém a cia X%+ 2X + 2. Th
nffactor(nf,z ~4+4) trd vé phan tich

X' 44=X-a-2)(X—a)(X +a) (X +a+2)
trong Qla).

Mot mé rong truong E/F duge goi 1a mot mé rong dai s6, va E dugc
goi 1a dai sb trén F, néu tat ca cac phan ti ctia E déu dai s6 trén F;
néu khong né dugc goi 1a siéu viéet (hay £ dugc goi 1 siéu viét trén
F). Nhu vay, E/F 1a mot md rong siéu viét néu it nhat mot phan tit ciia
E siéu viét trén F.

Ménh dé 1.30. Mg rong truong E/F la mot md rong hiu han néu va
chi néu E la dai so6 va hitu han sinh (nhu la mot truong) trén F.

Ching minh.
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=: Su kién « siéu viet trén F thuyc chat c6 nghia 1a hé 1,a,a?,... doc
lap tuyén tinh trén F. Béi vay, néu E hitu han trén F, thi n6 dai
s6 trén F. Ta chi con phai chitng minh £ httu han sinh trén F. Néu
E = F, thi n6 sinh béi tap rong. Néu khong, ton tai mot phan ti
a1 thuoe E\ F. Néu E # Flay], ton tai mot phan ti ag € E\ Flaq],
... Vi

(Flaa] : F] < [Flan, 9] : F] < - < [E ¢ F]
nén qua trinh phai ngiing sau mot sé hitu han budc.

«<: Dat E = F(ay,a9,...,05) Vi aq,...,q, dai s6 tréen F. Md rong
F(a1)/F 1a hitu han béi vi a1 dai s6 tréen F va do do trén F(aq).
Theo 1.20, F(a1,a2) hitu han trén F. Lap luan trén lai c6 the lap
lai.

[

Hé qua 1.31.

(a) Néu E dai s6 trén F thi moi vanh con R cia E chia F la mot
truong.

(b) Néu trong mot chuéi md rong truong L > E D F, L dai so trén E
va E dai s6 trén F, thi L dai so trén F.

Chiing minh.

(a) Ta da thay & trén rang néu o dai s6 tren F, thi Fa] 1a mot truong.
Néu a € R, thi Fla] C R, va do vay a c¢6 nghich ddo trong R.

(b) Moi @ € L la nghiém cta mot da thic don khéi f =
XM 4 gy 1 X 4o 4 g € E[X]. Mdi md rong trong chudi
Flag,...,am-1,a] D Flag,...,am-1] D F la httu han (1.20), do dé
Flao,...,am-1,a] hitu han (nén dai sd) trén F.

[]

1.12. Sb6 siéu viét

Mot sb phiic dude goi la dai s6 hay siéu viét dya trén tinh dai sb
hodc siéu viét ciia né tréen Q. Trude hét ta nhac lai mot s6 moc lich st
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1844: Liouville chitng t6 rang cac s, sau nay dugc goi la cac s6 Liouville,
la siéu viét.

1873: Hermite chitng minh rang e 1a s6 siéu viet.

1874: Cantor chitng minh rang tap hop cac s6 dai s6 1a dém dude, nhung
R khong dém duge. Do vay, hau hét cac s6 la sieu viét (nhung rat
khé dé chiing t6 rang mot s6 cu thé 1a s6 sieu viet) 7.

1882: Lindemann chitng minh rang = 1 s6 siéu viét.

1934: Gelfond va Schneider, mot cach doc lap, cung chiing minh dugc
rang o 13 cac s6 siéu viet néu a va  dai sd, a # 0,1, va 5 ¢ Q. (D6
I bai toan ndi tiéng thi bay ctia Hilbert.)

2013: Hang s6 Euler
v = nll_{lgo (; 1/k— logn)

van chua duge ching minh 1a s6 siéu viet hay tham chi 1a s6 vo
ti (xem Lagarias, Jeffrey C., Euler’s constant: Euler’s work and
modern developments. Bull. Amer. Math. Soc. 50 (2013), no. 4,
527-628; arXiv:1303:1856))

2013: Cac s6 e + 7 vA e — 7 chdc chan 1a cac s6 siéu viet, nhung ching
tham chi chua dugc chiing minh 1a s6 vo ti!

Meénh dé 1.32. Tap hop cdic s6 dai so la dém duoc.

Chaing minh. Dinh nghia do cao h(r) clia 6 hitu ti r = m/n viét dudi
dang t61 gian 1a max(jm/|,|n|). Chi ¢6 mot s6 hitu han cac s6 hitu ti véi
do cao nhé hon mot s6 N ¢6 dinh. Ky hieu A(N) 1a tap hgp cac s6 dai
s6 ma da thic t6i tiéu tren Q c¢6 bac < N va ¢6 do cao clia cac hé s6 déu
< N. Khi dé6 A(N) hitu han v6i m6i N. Chon mdt song anh tir vai doan
[0,n(1)] cua N lén A(10); md rong né thanh mot song anh tir [0,n(2)] 1én
A(100), va cti thé. O

“"Nam 1873 Cantor ching minh céc sé hitu ty dém dugc ... Ong ciing ching minh ring cac sb
dai s ciing dém dugc. Tuy nhién nhitng c¢6 ging ciia 6ng trong viéc xac dinh xem céic sb6 thyc 1a
dém dugc hay khong vap phai khé khin nhidu hon. Ong da ching minh ring céc s6 thitc khong
dém dugc vao khoang Thang 12 nam 1873 va cong bd khang dinh nay trong mot bai bdo nam 1874
(MacTutor).
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o
Mot s Liouville dién hinh 1a ﬁ. Trong khai trién thap phan cta
n=0
né c6 mot day tang dan cac chudi gom toan cac sé 0. Vi khai trién thap
phan ciia n6 khong c6 chu ky nén s6 d6 khong phai 1a s6 hitu ti. Ta sé
chiing minh s6 tuong tu ctia s6 d6 trong hé nhi phan 1a mot so siéu viet.

Dinh 1y 1.33. S6 a =" % la mot so siéu viet.

Chiing manh. Gia sit® dieu nay khong dang, va dat
f(X):Xd+a1Xd_1+---+ad, a; € Q,

la da thitc tdi tiéu clia o trén Q. Khi d6 [Q[o]: Q] = d. Chon mot s6
nguyén D khac 0 ma D - f(X) € Z[X].
N
Dat Yoy = Y o, sa0 cho Y.y — a khi N — oo, va dat oy = f(3 v )-

2n!
n=0

Do « khong phai s6 hitu ti, f(X) bat kha quy véi bac > 1, sé khong c6
6 nghiém httu ti. Vi Y # o nén khong thé la nghiém ctia f(X), va do
dé xy # 0. Hién nhién 1a zx ¢ Q; thuc ra (2¥Y9Dzxy € Z, va do vay

@) Day] > 1. (+)

Tu dinh 1y co ban clia dai s6 (xem 5.6 bén duéi), ta biét rang f ché ra
trong C[X],

d
f(X) = H(X —o;), a;€C, a=a,
i=1
va do vay
d
onl =TI il <13 —enlQ+M)T v6i M = maziz {1, o]}
i=1 N N N
Nhung

=~ 1
D —el= ) Qnu—2N+1 <22n> Tw

N 1=N+1

Do vay

lzn| <

o] ~(; +M)*!

8Ching minh nay, ti hoc tit David Masser, ciing higu qua véi 3 ﬁ v6i moi sb nguyén a > 2.
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2d.N!

2V Day| < 2. )t

2(N+1)!(

NI
~ - Z P . o < d.N! d N R N
né tién t6i 0 khi N — oo béi vi 25 = ((%%ﬁ) — 0. Diéu nay mau

thuan véi (x). O
1.13. Dung hinh bang thuéc ké va compa

Nguoi Hy Lap da hiéu duge cac s6 nguyen va cac sé hitu ti. Ho da
rat ngac nhién khi phat hién ra ring do dai duong chéo ctia mot hinh
vuong canh 1, v/2, khong phai & s6 hitu ti. Ho nhan ra rang can phai
md rong hé théng s6 ctia ho. Sau d6 ho mong mudn rang cac sd6 "xay
dung dugce" la di. Gia sit ta duge cho mot do dai, goi la I, mot thude ké,
va mot compa (thiét bi dé vé mot hinh tron). Mot s6 thuc (hay chinh
x4c hon 1a mot do dai) cé thé xay dung dugc néu né cé thé xay dung
bang cach thuc hién tuan tu céc giao diém cta

e Cac duong thing vé qua hai diém da duge xay dung, va

e Céc duong tron cé tam la cac diém da duge xay dung va ban kinh
la mot do dai da dugce xay dung.

Nhiing quan sat nay dan t6i ba bai toan noi tiéng ma ho da khong thé
gidi quyét duge: c6 thé gap doi mot lap phuong, chia ba mét géc, hay
cau phuong dudng tron béi cac phép xay dung chi dung thude ké va
compa hay khong? Ching ta sé thay ring cau tra 1oi cho cd ba cau hai
la pht dinh.

Gia st F 1a mot truong con ciia R. Vi moéi s6 duong a € F, v/a ky hiéu
can bac hai duong ctia a trong R. Dinh nghia F-mat la FF x FF Cc R x R.
Ta c6 cac dinh nghia sau:

e Mot F-duong thang la mot duong thing trong R x R di qua hai
diém trong F-mit. Ching la cac dudng cho béi phuong trinh

ar+by+c=0, a,bcelF.

e Mot F-duong tron la mot duong tron trong R x R ¢6 tam 1a mot
F-diém va ban kinh ld mot phan t ctia F. Ching la cac duong tron
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dugc cho béi phuong trinh
(z—a)?+y—-b = abceF

Bé dé 1.34. Cho L # L' la cic F-dwong thdng, va C # C' la cic
F-duong tron.

(a) LNL =0 hodc gom duy nhat mot F-diém.

(b) LNC =0 hodc gom mot hodc hai diém trong F[\/e]-mdt, vdie € F,
e > 0.

(c) CNC" =0 hodc gom mot hodc hai diém trong F[\/e]-mdt, vdie € F,
e > 0.

Chitng minh. Cac giao diém dugc tim bing cach gidi cac phuong trinh
xay ra dong thoi, va do vay dan t6i viec giai cac phuong trinh bac hai
v6i hé s trong F. O

B6 dé 1.35.

(a) Néu c va d cé thé xay dung duge, thi ¢+ d, —c,cd va £(d #0) cing
vay.

(b) Néu ¢ >0 zdy dung dugc, thy \/c ciing zdy dung dugc.
Chiing minh.

(a) Trudc hét chiing minh rang c6 thé xay dung mot dudng vuong goc
v6i mot duong thang cho trude qua mot diém, va mot dudsng thang
qua mot diém cho truée song song v6i mot duong thang. Do vay c¢o
thé xay dung mot tam gidc dong dang véi mot tam giac cho trudc.
V6i lua chon phit hop ta cé thé xay dung cd va ¢ 1.

(b) Ve mot dudng tron ban kinh <t va tam 1a (<5, 0), va vé mot duong
thang ding qua diém A = (1,0) gip dudng tron tai P. Do dai AP
la y/c. (C6 thé xem chi tiét tai Artin, M., 1991, Algebra, Prentice
Hall, Chapter 13, Section 4.)

]

Dinh 1y 1.36.

(a) Tap hop tat cd cic so6 xay dung duge lap thanh mot truong.
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(b) Mot so6 o zay dung dugc néu va chi néu né nam trong mot truong
con cua R co dang

Qlai,....var], ai € Qla1,...,v/ai—1], a;>0.
Chiing minh.
(a) Day la hé qua tryc tiép tit Bo dé 1.35.
(b) Tt B6 dé 1.34 ta suy ra moi so6 xay dung dudc chiia trong mot

truong dang Q[\/ar, ..., v/a,). Nguge lai, néu tat ca cic phan tit clia
Qlyar, ..., /ai—1) deu xay dung dugc, thi \/a; xay dung dude (do
1.35b), va do vay tat ci cac phan ti clia Q[ /ag, ..., /a;] xay dung
duge. Dung lap luan nay cho i = 0,1,... ta két luan rang tat ca
phan tit ctia Q[\/ag, ..., /a,] xay dung duge.

[]

Heé qua 1.37. Néu a zday dung duoc, thi a la dai so trén Q, va [Q[a]: Q]
la mot luy thua cua 2.

Chaing minh. Theo Ménh dé 1.20, [Q[a] : Q] chia hét

Qlvad] ... [Va,] - Q]
va [Q[/ar, ..., var] : Q] 1a mot liy thia cta 2. ]

Hé qua 1.38. Khong thé gap doi mot lap phuong bang phép dung hinh
tit thude thang va compa.

Chiing minh. Bai toan chinh la viéc xay dung mot hinh lap phuong véi
thé tich 2. Viec nay yéu cau xay dung nghiem thuc ctia phuong trinh
X?—2 = 0. Nhung da thitc nay 1a bat kha quy (theo tiéu chuan Eisenstein
1.16) va do d6 [Q[v/2] : Q] = 3. O

Hé qua 1.39. Néi chung, khong thé chia ba mot géc cho trudc bing
thudc ké va compa.
Chiing minh. Biét mot goc c6 nghia 1a biét cos ciia géc do. Do vay, dé
chia ba 3a, ta phai xay dung mot 16i giai cho

cos 3o = 4 cos® v — 3cos .

Vi du, chon 3a = 60°. Tt cos 60° = 3, dé xay dung a, ta phai gidi phuong
trinh 823 — 62 — 1 = 0, mot da thic 1a bat kha quy (st dung 1.11). [
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Hé qua 1.40. Khong thé cau phuong hinh tron bing thudc ké va compa.

Chiing minh. Mot hinh vuong c6 cuing dién tich véi mot dusng tron ban
kinh r c¢6 canh /7r. Do 7 1a s6 siéu viét ¥ nén /7 cling vay. O

Ta tiép tuc xét mot bai toan khéc tir thoi Hy Lap cd dai: Liét ké céc
6 n ma cac n-gidc déu c6 thé xay dung duge. O day ta nghien ctu cau
héi ddi véi cac sé nguyén t6 p (xem 5.15 cho trusng hgp tong quat). Chi
 ring X? — 1 khong bat kha quy; cu thé la

XP—1=(X-1)(XP L4 XxP24...41).

Bo6 dé 1.41. Néu p la mot s6 nguyen to, thy XP~1 + ... +1 bat khd quy;
do vy Q[e*™/?] ¢6 bac p—1 trén Q.

Chitng minh. Cho f(X) = (XP - 1)/(X —1) = XP~1 4 ... +1; thi

(X +1)P 1

% :Xp71+“~+a2X2+a1X—|—p.

FX+1) =

V6l a; = (igl). Bay gio pla; véii=1,...,p—2, va do vay f(X +1) bat kha
quy theo tiéu chuan Eisenstein 1.16. Do dé, f(X) la bat kha quy. []

Dé xay dung mot p-gidc déu, p 1a mot sé nguyen t6, ta can xay dung

2 27 27
cos L = (e7 + (e%)1)/2
p

Nhung

27

QI > Qleos 7 5 Q,

va bac ciia Qler | tren Qcos 7] 1a 2 - phuong trinh

27

2
oz2—2cos—7ra—|—1:0, a=er,

2mi
p

chitng té rdng né < 2, va n6 khong thé 1a 1 bdi vi Q[e
trong R. Do vay

| khong chira

2w p—1

Q[COS? Q= —.

9Chtng minh cho didu nay c6 thé dugc tim thiy trong nhidu sach ly thuyét sé, vi du, trong 11.14
cua Hardy, G. H., and Wright, E. M., An Introduction to the Theory of Numbers, Fourth Edition,
Oxford, 1960.
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Vay nén, néu p-da gidc deéu xay dung ducge, thi (p — 1)/2 = 2% v6i k
nao dé (sau nay, xem 5.12, ta sé thay chiéu ngugc lai), né chi ra rang
p =251 1 1. Nhung 2" + 1 14 mot s6 nguyén t6 néu r 1a mot liy thira
ctia 2, bdi vi néu khong r c¢6 nhan ti 18 ¢ va véi t 18,

Vigl=(Y + )Y —vi2 4. 41);

Tu do
20 1= (22 +1)((25) = (29 2+ 4 1),

Nhu vay céc s6 nguyeén to p ma p-da gidc déu cé thé xay dung dude chinh
xéc 1a cac s6 nguyen t6 ¢6 dang 22" +1 véi k nao d6. Nhitng s6 nguyen t6
nhu vay dudc goi 1a s6 nguyén td Fermat (bdi vi ong phéng doan tat
cd cac s6 ¢6 dang 22" + 1 1a céc s6 nguyen t6). V6i k = 0,1,2,3,4, ta ¢6
922" 4 1 = 3,5,17,257,65537, ching hién nhien 1a cac s6 nguyen td, nhung
Euler chi ra rang 232 4+ 1 = 641.6700417, va chting ta sé khong biét lieu
rang c6 con cac s6 nguyen té6 Fermat khac. Vi vay, ching ta khong biét
danh sach tat ci cac sd nguyén td p ma p-da giac déu cé thé xay dung
dugc.

Gauss ching t6 rang '° cos 2 bang

—1+V17+ \/34—2¢ﬁ+ \/17+3\/1_—¢34—2\/ﬁ—2\/34+2\/ﬁ
16 8

khi ong ay 18 tudi. Thanh cong d6 1a mot dong lyc khién ong tré thanh
mot nha toan hoc.

1.14. Trudng déng dai sb

Ta noéi rang mot da thiic ché ra trong F[X] (hay trong F) néu né la
tich ctia cac da thiic bac 1 trong F[X].

Meénh dé 1.42. Déi vdi mot truong Q, cdc phat biéu sau la tuong duong:

(a) Moi da thiic khdc hdang so trong Q[X] ché ra trong Q[X].

¥Hosc ciing ¢6 thé

cos?:%ﬁ-%vl’?—i— %6\/34—2\/17—&-é\/17+3\/17—2\/34—2\/1 —\/170—26\/17

-ca hai biéu cach viét déu ding.
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(b) Moi da thic khdc hang so trong Q[X] c6 it nhat mot nghiém trong
QX]

(¢) Cac da thitc bat khd quy trong Q[X] ¢6 bac 1.
(d) Moi truong bac hitu han trén Q chinh bing <.

Ching minh. Cac phép suy (a) — (b) — (c) — (a) 1 hién nhién.

(¢) = (d). Cho E la mot md rong hitu han cua Q, va cho « € E. Da
thiic t6i tieu ctia a c6 bac 1, va do vay a € Q.

(d) — (c). Cho f la mot da thiic bat kha quy trong Q[X]. Khi d6
Q[X]/(f) la mot mé rong trudng cia Q véi bac deg(f) (xem 1.30), va do
vay deg(f) =1. [

Dinh nghia 1.43.

(a) Mot truong dugde goi 1a déng dai s6 néu né thdéa man cac diéu kien
tuong duong ciia Ménh dé 1.42.

(b) Mot trusng Q dugce goi la bao déng dai s6 clia mot trusng con F
néu noé la truong déng dai s6 va dai s6 trén F.

Vi du, dinh Iy co ban clia dai s6 (xem 5.6 dudi day) phat biéu ring
truong s6 phitc C déng dai s6. N6 1a mot bao dong dai s6 ctia R.

Meénh dé 1.44. Néu Q dai so trén F va moi da thic f € F[X] ché ra
trong Q[X], thi Q déng dai s6 (va do dé la mot bao déng dai sé ciia F).

Chiitng minh. Gia st f 1a mot da thitc khac hang s6 trong Q[X], ta phai
chiing t6 rang f c6 mot nghiém trong . Ta biét rang f c6 mot nghiem
a trong mot mé rong truong hitu han ' nao do cia Q. Dat

f:aan+"'+a07 GZ'EQ,
va Xét cac truong
F C Flag,...,ay] C Flag, ..., an, al.

Mdi mé rong déu la dai s6 va hitu han sinh nén hitu han (do 1.30). Vi
vay a thudoc mot md rong hitu han cia F, va do d6 né dai so trén F -
n6 1a mot nghiém ctia mot da thic g véi he s6 trong F. Theo gid thiét,
g ché ra trong Q[X] nén tat ca cdc nghiém clia g trong ' déu nam trong
Q. Noi rieng, o € (. []
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Meénh dé 1.45. Cho L C F; thi
{a € Q| a daiso trén F}
la mot truong.

Chiing minh. Néu o va 8 dai s6 trén F, thi Fla, 8] 1a mot truong (do
1.31) ¢6 bac hitu han trén F (do 1.30) . Do vay, moi phan t1t ctia Fla, 3]
dai s6 trén F, bao gom o % §,a/3, af. n

Truong duge xay dung trong Ménh dé trén dudc goi 1a bao déng
dai sb ctia f trong Q.

Hé qua 1.46. Cho Q la mot truong déng dai s6. Vdi moi truong con F
cta Q, bao déng dai s6 ciua F trén Q la mot bao déng dai so ciia F.

Chitng minh. Tu dinh nghia clia n6, ta thiy ring né dai s6 trén F va
moi da thic trong F[X] déu ché ra trong n6. Ménh dé 1.44 chi ra ring
n6 1a mot bao déng dai sb clia F. O

Vi vay, khi ching ta thita nhan dinh 1y co ban ciia dai s6 (5.6), moi
truong con ctia C ¢6 mot bao déng dai s6 (trong thuyc té, mot bao déng
dai s6 chinh téc). Sau nay (Chuong 6) ching ta sé chiing minh (st dung
tien dé chon) ring méi truong déu c6 mot bao dong dai sb.

Ghi chu 1.47. Mdc diu c6 nhiéu l6p cdc truong khdac nhau, vi du, cdc
truomg so6 va cac truong ham da dude nghién citu trude day, mot nghién
ctiu ¢6 he thong ve lij thuyét cac truong triu tugng duge dua ra bdi Steinitz
vao nam 1910 (Algebraische Theorie der Korper, J. Reine Angew. Math.,
187:167-309). O day, ong gidi thiéu khdi niém vé truong nguyén t6, phan
biét gitia mao rong tach duge va md rong khong tach duge, va ching to
rang moi truong cé thé thu duge nhu mot md rong dai so ciia mot md
rong thuan tiy sieu viet. Ong cing ching minh ring moi truong cé mot
bao dong dai so, sai khdc nhau mot ding ciu. Cong trinh cia ong da co
dnh hudng téi cdac nha dai s6 hoc sau nay (Noether, van der Waerden,
Artin,...) va cde bai bdo cua ong da duge mo td bdi Bourbaki nhu la
"... Cong trinh co bin, cé thé dudc coi nhu la nguon goc cia cdc khdi
niém trong dai so6 ngay nay". Xem: Roquette, Peter, In memoriam Ernst
Steinitz (1871-1928). J. Reine Angew. Math. 648 (2010), 1-11.
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Bai tap

1-1 Cho E = Q[a], véi a® —a? +a+2 = 0. Biéu dién (a®+a+1)(a? —a)
va (o — 1)~ dudi dang aa? + ba + ¢ véi a,b,c € Q.

1-2 Xac dinh [Q(v2,v3) : Q].
1-3 Cho F la mot truong va f(X) € F[X].
(a) V6i moi a € F, chiing minh ring ton tai mot da thic ¢(X) €
F[X] ma
J(X) = q(X)(X —a) + f(a).
(b) Suy ra rang f(a) = 0 néu va chi néu (X — a)|f(X).
(c) Suy ra ring f(X) c6 thé c6 nhiéu nhat deg g nghiem.
(d) Cho G 1a mot nhém abel hitu han. Néu G ¢6 nhiéu nhat m phan
tt bac chia hét m véi mdi wée m cia (G : 1), chiing t6 rang G
la nhém xyeclic.
(e) Suy ra rang mot nhém con hitu han ciia F*, F 1a mot truong,
la cylic.
1-4 Chiing minh rang vé6i thude ké, compa, va mot dung cu chia ba goc,
ta khong thé xay dung mot da gidc déu 7 canh.
1-5 Cho f(X) la mot da thic bat kha quy trén F c6 bac n, va cho E
12 mot md rong truong ctia F véi [E : F] = m. Néu ged(m,n) = 1,
chiing t6 rang f bat kha qui trén E.

1-6 Chiing minh réng khong ton tai mot da thitc f(X) € Z[X] bac > 1
ma bat kha quy modulo p v6i moi s6 nguyén to p.



CHUONG 2

Trudng phan ra, nghiém boi

2.1. Anh xa tit mé rong don

Cho E va E' 1a cac truong chita F. Nhic lai rang mot F-dong cau la
mot dong cau
o: B — FE
sao cho ¢(a) = a v6i moi a € F. N6i rieng, mot F-dong cau ¢ anh xa mot
da thiic
Z ah...imazll cee Oéirrzn7 iy .. i, S F7
thanh
St splan)’ - plam)im.
Mot F-dang cau la mot F-dong cau dong thsi 1a mot song anh.

Mot F-dong cau E — E' giiia cac truong, noi rieng, 13 mot F-don cau
tuyén tinh ctia cdc F-khong gian vécto, vi thé néu FE va E' c6 cing bac
va hitu han trén F, thi moi F-dong cau la mot F-dang cau.

Meénh dé 2.1. Cho F(a) la mot md rong don cia truong F, va Q la mot
truong chia F.

(a) Gid st o la mot phan ti siéu viet trén F. Vi méi F-dong ciu
¢: F(a) = Q, p(a) cing siéu viét trén F, va anh xa ¢ — @(a) xdc
dinh mot tuong ing mot-mot
{F-dong cau ¢ : F(a) — Q} < {cdc phan ti siéu viét cia Q trén F}.

(b) Gid st o la mot phan tii dai s6 trén F vdi da thite toi tieu f(X). Vi
moi F-dong cau ¢: Fla] — Q, ¢(a) la mot nghiém cia f(X) trong
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Q, va dnh za ¢ — p(a) zac dinh mot tuong dng mot-mot
{F-dong cau ¢ : Fla] — Q) < {nghiém ciia f trong Q}.

Néi riéng, s6 cdc dnh za nhu vay ding bing so cdc nghiém phan
biét cua f trong €.

Chiing minh.

(a) a siéu viet trén F c6 nghia la Fla] dang cdu véi vanh da thic trong
ky hiéu « véi he s6 trong F. V6i mdi v € Q, ton tai duy nhat mot
F-dong cau ¢: Fla] — Q 4nh xa o thanh v (xem 1.5). N6 md rong
duge thanh mot anh xa tir truong cac thuong F(a) clia Fa] néu va
chi néu tat ca cic phan tit khac 0 ctia F[a] dugc anh xa thanh cac
phan tit khac 0 cia , diéu nay chi xay ra khi va chi khi v 1a phan
tu siéu viét.

(b) Dat f(X) = a;X*, va xét mot F-dong cau ¢: Fla] — Q. Tac dong
¢ len phuong trinh >~ a;0’ = 0, ta thu duge Y a;p(a)’ = 0, va dieu
nay chiing t6 rang (o) 1a mot nghiem cta f(X) trong Q. Ngugc lai,
néu v € 2 1a mot nghiém ctia f(X), thi 4nh xa F[X] — Q, g(X)
g(7), duge phan tich qua F[X]/(f(X)). Khi lay hop thanh v6i anh
xa ngude cia dang cau X + f(X) — a: F[X]/(f(X)) = Fla], ta thu
duge mot dong cau Fla] — Q anh xa o thanh ~.

[]

C6 theé tong quat héa hon mot chit cac két qua tren.

Ménh dé 2.2. Cho F(a) la mot md rong don cia mot truong F, va
©o: F — Q la mot dong cau ti F vao mot truong thi hai Q.

(a) Néu o siéu viet trén F, thi dnh xa ¢ — ¢(a) zdc dinh mot tuong
ung mot-mot

{cdc md rong p: F(a) = Q ciia pg} <+ {cdc phan ti cia Q siéu viét trén ¢o(F).}

(b) Néu a dai s6 trén F véi da thic toi ticu f(X), thi dnh za ¢ — p(a)
xdac dinh mot tuong ing mot-mot
{cac md rong ¢: Fla] — Q cia o} <> {cdc nghiém cia @of trong Q}.

Néi riéng, so cac dnh za nhu vay bang so cac nghiém phan biét cia
wof trong Q.
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O day, of la da thie thu duge bing cach téc dong oo len céc he s6
clia f: néu f = > a; X" thl pof = > ¢(a;)X?. Mot md rong ctia ¢ len
F(a) c¢6 nghia 1a mot dong cau ¢: F(a) — Q ma ¢|F = .

Chting minh ctia ménh dé nay gidéng nhu cach chiing minh ctia ménh
deé trudc.

2.2. Truong phan ra

Cho f 1a mot da thiic don khéi v6i he s6 trong F. Mot truong E chita
F goila ché f néu f ché ra trong E[X]: f(X) =[]~ (X — ;) v6i o; € E.
Néu them vao d6 E sinh béi nghiém cua f,

E = Flay,...,an,

thi n6 dugc goi 1a mot truéng phan ra hay trudng nghiém cua f.
Chu y rang [] f:(X)™, (m; < 1) va [] fi(X) ¢6 cing truong phan ra. Va
néu f c6 deg(f) — 1 nghiém trong F, thi n6 ché ra trong E[X] (vi tong
clia cac nghiem c6 thé bicu dién dugc tit cac hé s6 clia f, va nim trong

Vi du 2.3.

(a) Cho f(X) =aX?+bX +c € Q[X],va a = Vb2 — 4ac. Truong con Q[a]
cua C la mot truong phdan ra cua f.

(b) Cho f(X) = X3+ aX?+bX +c € Q[X] bat khd qui va a, o0, a3 la
cac nghiém ciia né trong C. Vi cdc nghiém khong thuc cia f zudt
hién thanh cdp lién hop phic nén hodc 1 hodc cd 3 s6 o; la cdc s6
thue. Khi do Q[aq, ag, a3] = Q[ay, as] la truong phan ra cia f(X).
Chi 4 rang [Qlai] : Q] = 3 va [Q[ay, ag] : Qaq]] = 1 hodc 2, do vay
[Q[ar, as] : Q] = 3 hodc 6. Ve sau (4.2), ta sé thay rang bac bing 3
néu va chi néu biét thic cia f(X) la binh phuong clia mot s6 hitu
ty. Vi du, biét thiic clia X3 +bX +c la —4b3 —27¢%, va do vay truong
phan ra cia X3 4+ 10X + 1 ¢6 bac 6 trén Q.

Meénh dé 2.4. Moi da thic f € F[X] ¢6 mot truong phan i Ey, va
[Ef: F] < (deg f)! (deg f giai thiua).

Chitng minh. Diat Fi = Fla] 1a mot truong mam clia mot uéec don khéi
bat khd quy ndo do6 ctia f trong F[X]. Khi d6 f(a1) = 0, va ta chon
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Fy = Fi[as] 13 truong mam cho mot uéc don khéi bat khd quy cua
f(X)/(X — ay) trong Fy[X]. Tiép tuc theo cach do, ta thu duge truong
phan rd Ey. Dat n =deg f. Thi [Fy: F] =degg1 <n,[Fo2: F1] <n—1,...,
va do vay [Ef: E] <nl. ]

Nhan xét 2.5. Gid st F la mot truong. Vi mot so tu nhién n cho
trude, cé thé ton tai hodc khong cic da thitc bic n trong F[X] ma truong
phdn ra clua ching cé bac n! - dieu nay tuy thuoc vao F. Vi du, khong
ton tai da thic nhu vay vdin > 1 néu F = C (zem 5.6), va ciing khong
ding khin > 2 néu F =F, (zem /.21) hodc F =R. Tuy nhién, sau nay
(4.31) ta sé co thé xzay dung mot sé vo han cic da thic bic n trong Q[X]
ma truong phdan ra cua ching cé bac n!.

Vi du 2.6.

(a) Cho f(X) = (XP —1)/(X — 1) € Q[X], p nguyén to. Néu ¢ la mot
nghiém cia f, thi cdc nghiém con lai la €2,€3,...,6P71 va do vay
truong phan ra cua f la Q[E].

(b) Gid s F c6 dac s6 p, va f = XP — X —a € F[X]. Néu o la mot
nghiém cua f, thi cic nghiém con lai la o+ 1,...,a+p—1, va
do vay truong sinh bdi « trén F la mot truong phan ra cia f (va
Fla] ~ F[X]/(f) néu f bat khd quy).

(c) Néu a la mot nghiém cia X™ —a, thi cac nghiém con lai c¢é dang &a,
vdi €" = 1. Do vdy, néu F chiia tat cd can bacn cia 1 (tic la X™—1
ché ra trong F[X]), thi Fla] la mot truong phan ra cia X™ —a. Chi
4 rang néu p la ddc s6 cia F, thy XP —1 = (X — 1)?, va do vay, F
tuw dong chia tat cd can bic p clia 1.

Meénh dé 2.7. Cho f € F[X], E la mot truong sinh bdi cic nghiém cia
f trén F, va Q la mot truong chia F ma trong do [ ché ra.

(a) Ton tai mot F-dong ciu ¢ : E — Q; s0 cdc dong cau nhu vay nhiéu
nhat la [E: F], va bang [E: F] néu f cé nghiém phan biét trong Q.

(b) Néu E va Q déu la cac truong phan ra cia f thi moi F-dong cau
E — Q la mot dang cdu. Noi riéng, truong phan ra cia f la duy
nhat sai khic mot F-ding cau vdi nhau.
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No6i rang f ché ra trong Q nghia la f(X) = H?igl(f)(X — o) V6i
a1,q9,... € Q, va ta néi f c6 cadc nghiem phan biét trong Q néu «; # «;
néu i # j.

Chitng minh. Ta bat dau véi quan sat rang: cho F, f, v Q nhu 1a trong
phat bieu ctia ménh dé, L 1a mot trudng con ctia Q chita F, va g 1a mot
nhan tii ctia f trong L[X] thi g chia hét f trong Q[X], va do vay (bdi tinh
phan tich duy nhat trong Q[X]), g 1a tich clia mot s6 nhan tit X — ; clia
f trong Q[X]; noi riéng, ta thiy riang g ché ra trong Q, va cac nghiém
clia n6 cling sé phan biét néu cac nghiém ctia f phan biét.

(a) Theo gia thiét, £ = Flay,...,ay] v6i a; 1a cac nghiem ctia f(X).
Da thic t6i tieu ctia a; 1a mot da thiic bat kha quy f; chia hét f,
va deg(f1) = [Flai]: F]. Tt nhan xét ban dau v6i L = F, ta thay
rang f1 ché ra trong , va cidc nghiém ciia né khac nhau néu céc
nghiém ctia f khac nhau. Theo Ménh dé 2.1, ton tai mot F-dong cau
©1: Flon] — Q, va s6 cac dong cau nhu vay nhiéu nhat 1a [Flaq]: F],
dau bang xay ra khi f c6 cidc nghiém phan biét trong €.

Da thitc t6i tiéu clia ap trén Flog] 1a nhan tit bat kha quy f» cta f
trong Fla;][X]. Ap dung nhan xét tren véi L = 1 Flag] va g = o1 fo,
ta thay rang ¢i1fs ché ra trong €, va cédc nghiém clia né la phan
biét néu nghiém ctia f 1a phan biet. Theo Ménh dé 2.2, mdi ¢; md
rong thanh mot dong cau ¢o: Flag,as] — Q, va s6 lugng cadc md
rong nhieu nhat 1a [Flaq, as: Fla1]], ddu béng xay ra khi f ¢6 céc
nghiém phan biét trong Q.
Két hop céc khang dinh trén ta két luan ring ton tai mot F-dong
cau

: Flag, as] — Q,
va s6 cac dong cau nhu vay nhiéu nhat 1& [Flag, ao] : F], dau bing
xay ra khi f ¢6 cac nghiém phan biét trong Q.
Sau khi ap dung lap luan m lan, ta thu duge (a).

(b) Moi F-dong cau E — € 1a don anh, va do vay, néu ton tai cac dong
cau nhu vay, thi [E: F] < [Q: F]. Néu E va Q deéu 1a cac truong
phan rad ctia f, thi theo (a) ton tai cic dong cau F = E, va do vay
[E: F] =[Q: F]. Do vay, moi F-dong cau E — Q la mot dang cau.

]
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Hé qua 2.8. Cho E va L la cic md rong truong cua F, vdi E hiu han
trén F'.

(a) S6 cic F-dong cau E — L nhiéu nhat la [E : F.

(b) Ton tai mot md rong hitu han Q/L va mot F-dong ciu E — Q.

Chitng minh. Viét E = Floa, ..., o] va f 1a tich cac da thiic t6i ticu
clia o;. Cho © 1a mot truong phan ra clia f xem nhu 14 mot phan tit
clia L[X]. Ménh dé chiing t6 rdng ton tai mot F-dong cau E — Q, va s6
lugng cac dong cau nhu vay < [E : F]. Diéu d6 chiing t6 (b) dung, va tit
mot F-dong cau E — L ¢6 thé dude xem nhu 14 F-dong cau E — Q. Do
do, (a) duge chiing minh. O

Nhan xét 2.9.

(a) Cho Ey, Es, ..., Ey la cic md rong hitu han cia F va L la mot md
rong cua F. Hé qud trén chi ra rang ton tai mot md rong hiu han
Li/L chia mot anh dang cau cia Ei; sau dé ton tai mot md rong
hitu han Lo/L1 chita mot dnh dang cau cia Ey. Tiép tuc nhu vay,
ta sé thu dugc mot md rong hiu han Q/L chida mot anh dang cau
cla moi BE;.

(b) Cho f € F[X]. Néu E va E' déu la cac truong phan ra cia f, thi ta
biét ring ton tai mot F-dang cau E — E', nhung néi chung khong
c6 mot ding cau nao duge wu tién hon. Sai lam cé thé phdt sinh
néu ching ta don thuan dong nhat cdc truong ding ciu vdi nhau.
Tuwong tu, khong phdt biéu "truong Fla] sinh bdi mot nghiém ciia
f" sé khong cé nghia gi tri khi f bat khda quy (cdc truong sinh bdi
cic nghiém cia hai udc khac nhau khong co lién quan gi vdi nhau).
Ngay cd khi f bat kha qui thi phdt biéu "truong Flo, 5] sinh bdi hai
nghiém o, cua f" cing khong cé nghia vi cac md rong ciua F[a]
sinh bdi cac nghiém cua hai nhan ti khac nhau ciua f trong Fla)[X]
6 thé rat khac nhau.

2.3. Nghiém boi

Cho f,g9 € F[X]. Ngay ca khi f va ¢g khong c6 nhan ti chung trong
F[X], ta vAn hi vong rang chiing c6 thé c6 nhan tit chung trong Q[X] véi
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truong Q C F nao d6. Thuyc té thi diéu d6 khong xay ra - Uéc chung 16n
nhat khong thay doi khi mot truong duge mé rong.

Meénh dé 2.10. Cho f va g la cdc da thiic trong F[X], va cho Q la mot
md rong truong cia F. Néu r(X) la wdc chung lon nhat cla f va g trong
F[X], thi né ciing la wdc chung lén nhat cia f va g trong Q[X]. Néi
riéng, cic da thic bat khd quy don khéi va phan biét trong F[X] khong
c6 nghiém chung trong bat ky md rong truong nao cia F.

Chiing minh. Ky hieu rz(X) va rq(X) lan lugt 1a wéc chung 16n nhat cia
f va g trong F[X] va Q[X]. Hién nhién rp(X)|rq(X), nhung thuat toan
Euclid (1.8) chiing t6 ring c6 cac da thiic a va b trong F[X] ma

a(X)f(X) +b(X)g(X) = rr(X),

va do vay rq(X) chia hét rp(X) trong Q[X].

V6i khang dinh thit hai, chi ¥ ring gid thuyét dan t6i ged(f,g) = 1
(trong F[X]), va do vay f va g khong ¢6 nhan tit chung trong bat ky md
rong trudng nao. O

Meénh dé trén cho phép chting ta néi vé uéc chung 16n nhat cia f va
¢ ma khong can phai chi ro truong dang xét.
Cho f € F[X]. Khi d6 f ché ra thanh céc nhan t1t tuyén tinh

r

F(X) =a][(X =)™ a; phan biet,m; > 1, " m; = deg(f), (+)

i=1 =1

trong Q[X] ¢ d6 © 13 mot md rong nao dé cia F (xem 2.4). Ta néi rang
o; 14 mot nghiém clia f véi boi m; trong Q. Néu m; > 1, o; dude goi 1a
nghiém boi clia f, néu khong n6 duge goi 1a nghiém don.

Day cac s6 nguyén khong sap thitt tu mq, ms, ..., m, trong (*) doc lap
v6i mé rong truong Q duge chon dé ché f. That vay, f khong thay déi
khi Q bi thay thé bdi truong con Flag,...,ay], nhung Flag, ..., ay] 12
truong phan ra ctia f, va bat k¥ hai truong phan ra nao déu F-déng cau
v6i nhau (2.7b). Ta néi rang f ¢6 mot nghiém boi khi c¢6 it nhat mot
m; > 1, va ta noéi rang f chi c¢6 cac nghiém don khi tat cd m; = 1.

Ta muén xac dinh xem khi ndo mot da thic c6 it nhat mot nghiem
boi. Néu f ¢6 mot nhan tit boi trong F[X], tic la f(X) =[] f;(X)™ v6i
m; > 1 nao d6, thi hién nhién né sé c6 mot nghiem boi. Néu f = I1fi
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véi f; 1a cac da thitc don khéi, bat kha quy, phan biét, thi Ménh dé 2.10
chi ra rang f c6 mot nghiém boi néu va chi néu it nhat mot trong céc
f; ¢6 nghiém boi. Vi vay, van dé duge quy veé viéc xac dinh khi ndo mot
da thitc bat kha quy c6 mot nghiém boi.

Vi du 2.11. Cho F ¢6 ddc so p # 0, va gid st F chia mot phan ti a
khong la mot lay thua p, vi du a =T trong truong F,(T). Khi do XP —a
bat kha quy trong F[X], nhung XP —a = (X — «)? trong truong phan ra
ctia né. Do vay mot da thic bat khd quy co thé cé nghiém boi.

Dinh nghia dao ham (hinh thic) f/(X) cta mot da thic f(X) =
ST a; X 1a Y ia; XL Néu f ¢6 he s6 trong R, thi day a khéi niem dao
ham quen thudc trong giai tich. Cac quy tac thong thuong cho dao ham
clia tong va cta tich van ding, nhung chd ¥ rang trong dac sé p, dao
ham ctia X? la 0.

Meénh dé 2.12. Déi vdi méi da thic bat khd quy khdc hang s6 f trong
F[X], cdc khang dinh sau la twong duong:

(a) [ c6 nghiém boi;

(b) ged(f, [') #1;

(c) F c6 ddc s6p#0 va f la mot da thic trong XP;
(d) tat cd cic nghiem cia f cé boi.
Chiing minh.

(a) = (b) Cho a la mot nghiem boi ciia f, va viét f = (X —a)™g(X),m > 1
trong mot truong phan ra nao d6. Thé thi

F1(X) =m(X —a)" 1g(X) + (X —a)"g'(X). (1)
Do vay f'(a) = 0, kéo theo ged(f, f') =# 1.
(b) = (¢) Vi f bét kha quy va deg(f") < deg(f) nén,
ged(f. ') #1= f =0.

Nhung, vi f khong 14 hang s6 nén f’ bang 0 chi néu dic s6 1a p # 0
va f la mot da thic trong XP.
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(¢) = (d) Gia st f(X) = g(XP), va cho g(X) = [[,(X —a;)™ trong mot trudng
phan ra nao do cua f. Ta co

f(X) = g(XP) = H(Xp —a;)™ = H(X — q;)Pm

i i
v6i of = q;. Do vy moi nghiém ctia f(X) ¢6 boi it nhat p.

(d) = (a) Hién nhien.
]

Meénh dé 2.13. Vdi mdi da thic f khdc hang trong F[X], cic khing
dinh sau la tuong duong:

(a) ged(f, ') =1;

(b) f chi cé cic nghieém don (trong bat ki truong phan rd nao cia f).

Chitng minh. Cho Q la mdot md rong truong cia F ma f ché ra trong
Q[X]. Mot nghiem o ctia f trong Q 1a boi néu va chi néu né cing la
nghiém cta f’.

Néu ged(f, f) = 1, thi f va f’ khong c6 nhan tit chung X — o trong
Qlx] (xem 2.10), va do vay ching khong c6 nghiém chung. Do d6 f chi
c6 cac nghiém don.

Néu f chi ¢6 cac nghiem don, thi d def ged(f, f/) phai la mot da thiic
hang, béi néu khong né sé c6 nghiem trong €, né sé la nghiem chung
cua f(X) va f'(X). ]

Dinh nghia 2.14. Mot da thic f € F[X] dugce goi 1a tach duge néu
n6 khac 0 va théa man cic diéu kién tuong duong ctia Ménh dé 2.13 ',

Theo nhu khai niém nay, mot da thitc ¢6 cac nhan ti boi thi khong
tach dugc. Nhitng thdo luan trude chi ra rang f € F[X] khong chia cac
nhan t boi sé tach dudge tru khi

(a) Ddc s6 ctia F la p # 0, va

'Day la khai niém ciia Bourbaki. Thudng thi (vi du trong cac sach ciia Jacobson v céc phién
béan trudc dé clia gido trinh nay) mot da thic dude goi 1a tach duge néu khong c6 nhan ti bat kha
quy nao cta né c6 nghiém boi.
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(b) It nhat mot trong cac nhan tit bat kha quy cia f la mot da thitc
trong XP.

Chu y rang, néu f € F[X] tach dugc, thi n6 tach duge trén moi truong
Q chita F (diéu kien (a) ctia 2.13 van dung - xem 2.10)

Dinh nghia 2.15. Mot truong F duge goi 1a hoan hao néu moi da
thitc bat kha quy trong F[X] déu tach dugc.

Ménh dé 2.16. Moi truong dac s6 0 la hoan hdo. Mot truong F cé dac
50 p# 0 la hoan hdo néu va chi néu moi phan ti cia F la mot liy thua
p-

Chatng minh. Mot truong c6 dic s6 0 hién nhién 14 hoan hao, va do vay
ta c6 thé gia st F c6 dic s6 p # 0. Néu F chita mot phan tit @ ma né
khong la mot lay thtua p, thi da thic X? —a € F[X] khong tach dugce
(xem 2.11). Ngugce lai, néu moi phan tit ctia F 13 mot lity thira p, thi moi
da thiic trong XP v6i hé s6 trong F 1a mot 1fiy thita p trong F[X],

Z%Xp = (Z biX)p néu a; = b?,
va do d6 n6 khong bat kha quy. O
Vi du 2.17.

(a) Mot truong hitu han F la hoan hdo, bdi vi tu dong cau Frobenius
a+— aP: F— F la don danh va do vay toan danh.

(b) Mot truong cé thé viét nha la hop clia cdc trudng hoan hdo la truong
hoan hdo. Do vay, moi truong dai so trén F, la hoan hdo.

(c) Moi truong déng dai sé la truong hoan hdo.

(d) Néu Fy c6 dic s p # 0, th F = Fo(X) khong hoan hdo, bdi vi X
khong la mot lay thua p.

2.4. Bai tap

2-1 Cho F la mot truong dic so # 2.
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(a) Cho E la mot md rong cap hai ctia F (i.e., [E: F] = 2); ching
té rang

S(E) ={a € F* | ala moét binh phuong trong E}

14 mot nhém con ciia F* chita F*2.

(b) Cho E va E’ 1a cac md rong bac hai ctia F'; ching t6 rang c6
mot F-dang cau ¢ : E — E' néu va chi néu S(E) = S(E').

(¢) Chi ra rang c6 mot day vo han cac truong Ey, Es, ..., vii E; 1a
md rong cap hai cia Q ma F; khong dang cau véi E; v6i i # j.

(d) Cho p 1a mot s6 nguyen to 18. Chi ra ring, sai khac dang cau,
c6 duy nhat mot truong p? phan ti.

2-2
(a) Cho F 1a mot truong dic s6 p. Ching t6 rang XP — X — a bat
kha quy trén F[X], do d6 n6é ché ra thanh hai nhan ti phan
biét trong F[X].
(b) Véi moi s6 nguyén t6 p, chiing t6 réng XP — X — 1 bat kha quy
trén Q[X].
2-3 Xay dyng mot truong phan ra cho X° — 2 trén Q. Bac clia né trén
Q 1a bao nhiéu?

2-4 Tim mot trudng phan ra cho X?" — 1 € F,[X]. Bac ctia n6 trén F,
la bao nhiéu ?

2-5 Cho f € F[X], v6i F la mot truong dac s6 0. Cho d = gcd(f, f').
Chitng t6 rang g(X) = f(X)d(X)™! c6 cing nghiém véi f(X), va tat
ca cac nghiém doé 1a cac nghiém don cta g(X).

2-6 Cho f(X) la mot da thitc bat kha quy trong F[X], v6i F c6 dic sd
p. Chitng t6 f(X) c6 thé viét f(X) = g(XP) véi g(X) bat kha quy va
tach duge. Suy ra rang moi nghiém ctia f(X) c6 cling boi p¢ trong
moi truong phan ra.



CHUONG 3

Dinh 1y co ban cta ly thuyét Galois

Trong chuong nay, ching ta chiing minh Dinh 1§ co ban ctia Ly thuyét
Galois vé tuong ting mot-mot gitta cac trudng con ciia trudng phan ra
cia mot da thic tach duge va cac nhém con ctia nhém Galois cuia f.

3.1.

Nhém céc tu ding ciu cta trudng

Xét cac trusng E O F. Mot F-dang cau F — E dudc goi la mot F-tu
ding ciu cta E. Cac F-tu ding cAu cta E lap thanh mot nhém, ky
hieu 1 Aut(E/F).

Vi du 3.1. (a) C c6 hai ty dang cau hién nhién la dnh za dong nhat va

(b)

dnh za lien hop phic. Sau nay, ta sé thay ¢ 9.18 rang khi st dung
Tien dé Chon, co thé zay dung duge mot s6 khong dém duge cdc tu
dang cau.

Cho E = C(X). Mot tu dazng cav ctia E dnh za X thanh mot phan
tir sinh khac cua E trén C. Theo 9.2/ dudi day, ching chinh la cdc
phan ti 2 ad — be # 0. Do dé Aut(E/C) bao gom cic dnh za
FX) e f (552, ad —be #0, va do do

Aut(E/C) =~ PGLy(C),

nhom cdac ma tran khd nghich 2 x 2 vdi hé so phic chia thuong
cho tam ciia né. Nhitng nguoi lam gidi tich sé thay rang dé chinh la
nhém cdc tu dang cau cia mat cav Riemann. Day khong phdi la mot
s trung hop: truong cdc ham phan hinh trén mdt cau Riemann P la
C(z) ~ C(X), va do vay ton tai mot dnh za Aut(PL) — Aut(C(z)/C)
ma ¢é thé ching té rang dé la mot ding cau.
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(¢)

Nhém Aut(C(X1, X2)/C) kha phiic tap - ton tai mot dnh za
PGL3(C) = Aut(IP’(%) — Aut(C(Xq, X2)/C),

nhung khong phdi la mot toan ciu. Khi c6 nhiéu X hon, nhém
nay van chua duoc xac dinh. Nhom Aut(C(X1,...,X,)/C) la nhom
cic cic tw dang ciu song hitu ty cta P, va duge goi la nhém
Cremona. Viéc nghién ciu né la mot phan ciua hinh hoc dai so.
Xem Wikipedia.

Trong chuong nay, ta sé tim hiéu nhom Aut(E/F) khi E 13 mot mé
rong hitu han cia F.

Meénh dé 3.2. Néu E la mot truong phan ra cia mot da thic tach duogc
f € F[X], thi Aut(E/F) co bac [E: F).

Chiing minh. Vi f tach dugc, né ¢6 deg f nghiém phan biét trong truong
phan ra E. Ménh dé 2.7 chi ra rang c6 tat ca [E: F] cac F-dong cau phan

biet E — E. VI E ¢6 bac hitu han trén F nen cac dong cau nay la cac
déng cau. u

Vi du 3.3.

(a)

(b)

Xét md rong don E = Fla] va gid st f la da thic vdi hé s6 trong F,
nhan o la mot nghiém. Néu f khong cé nghiém nao khdc trong E,
thy Aut(E/F) = 1. Vi du, néu /2 kij hiéu can bac ba thuc cia 2, thi
Aut(Q[v/2]/Q) = 1. Do vay, trong ménh dé nay, dieu kien E la mot
truong phan ra thuc su can thiét.

Cho F la mot truong déc so p # 0, a la mot phan ti cia F khong la
mot liy thiua p. Khi dé f = XP —a c6 duy nhat mot nghiém trong
truong phan ra E, va do vay Aut(E/F) =1. Vi vay, trong ménh dé
trén, dieu kién E la mot truong phan ra ciia mot da thic tach duge
thue su can thiét.

Gia st G 1a mot nhom céc tu ddng cau ciia mot truong E, dat

EY = Inv(G) = {a € E| oa = a,véi moi o € G}.

D6 1a mot trudng con ciia F, goi la truong con cac G-bat bién cia F
hay trudng bat bién cta G.


http://en.wikipedia.org/wiki/Cremonagroup
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Trong chuong nay, ta sé ching t6 rang néu £ 13 mot truong phan ra
cua mot da thic tach duge trong F[X] va G = Aut(E/F), thi cac anh xa

M — Aut(E/M), H — Inv(H)

lap thanh mot tuwong tng mot-mot gitta tap hgp cac truong trung gian
M, F Cc M C E, va tap hop cac nhéom con H cua G.

Dinh ly 3.4 (E. Artin). Néu G la mot nhém hitu han cdc tu dang cau
ctia mot truong E va F = EC thi [E: F] < (G : 1).

Chitng minh. Dat G = {01 = 1,...,0}, can chiing minh ring moi hé
ai,...,an, €0m n > m phan tit ciia £ déu phu thuoc tuyén tinh trén F.
Xét hé phuong trinh tuyén tinh vé6i cac he s6 trong E:

o1(a) X1+ -+ o1(an) Xy, =0

C6 m phuong trinh vi n > m an nén hé c6 nghiem khong tam thuong
trong E. Chon mot nghiém (ci,...,¢,) sao cho né c6 it phan ti khac 0
nhat. Sau khi danh s6 lai cac oy, c6 thé gid st ring ¢; # 0, va (sau khi
nhan béi mot vo hudng) cé thé gia st tiép ¢; € F. V6i cac chuan héa do,
ta sé chiing minh rang tat ca ¢; déu thuoc F va khi d6 phuong trinh dau
tién
aicy + -+ apep =0,

(nhéic lai rang o1 = 1) 14 mot rang budc tuyén tinh gitta cac a;.

That vay, néu khong phéi tat cd a; nam trong F, thi op(c;) # ¢; v6i k
vaindo do, k#£1vai#1. Ap dung o vao cac phuong trinh

o1(ar)er + -+ o1(an)en =0

va luu ¥ rang {0101, .., 0,0} 13 mot hoan vi clia {01, ...,0.,}, ta suy ra

(Cl,Uk(CQ), e ,O'k(ci), .. )
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ciing 14 mot nghiém ctia hé phuong trinh (%). Trit di phuong trinh dau
tién, ta thu duge mot nghiem mdéi (0, ..., ¢; —ox(c;), ... ) khéc 0 (hay nhin
vao toa do thit i), nhung lai ¢6 nhiéu 0 hon so véi nghiém chon ban dau
(xem toa do dau tién) - d6 13 mot mau thuan. O

Hé qua 3.5. Vdi moi nhéom hitu han G cdc tu dong cau ciia mot truong
F thi
G = Aut(E/E®).

Chiing minh. T G C Aut(E/E®), ta c6 cac bat dang thiic

B E9 < (G:1) < (Awt(E: E) : 1) < [E: EY)
Do vay tat ca déu la dang thiic, va vi thé G = Aut(E/E®). O
3.2. MG rong tach dudc, md rong chuan tic va mé rong Galois

Dinh nghia 3.6. Mot md rong dai s6 E/F duge goi 1a tach dude néu
da thiic t6i tiéu ctia moi phan ti ctia F déu tach dude; néu khong, no la
md rong khong tach dudgc.

Nhu vay, mot mé rong dai s6 E/F 1a tach duge néu moi da thiic bat
kh& quy trong F[X] c6 nghiém trong E déu tach dugc, va n6 khong tach
duoce néu

e F khong hoan hdo, va néi rieng cé dic s6 p # 0, va
e tOn tai mot phan ti a clia £ ma da thiic téi tiéu clia né c¢6 dang
9(XP),g € F[X].
Viduy, E =TF,(T) la mot mé rong khong tach duge cua IF,(T7).
Dinh nghia 3.7. Mot md rong dai s6 E/F dugc goi 1a chuan tic néu

da thiic t6i tiéu cia moi phan tt ctia E déu ché ra trong E[X].

Néi cach khac, mot md rong dai sé6 E/F 1a chuan tic néu moi da thiic
bat kha quy f € F[X] c6 it nhat mot nghiém trong E déu ché ra trong
E[X].

Cho f 14 mot da thiic bat kh& quy bac m trong F[X]. Néu f c6 mot
nghiém trong F, thi
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e F/F tach dugc: suy ra cac nghiém cta f phan biét.
e E/F chuan héa: suy ra f ché ra trong E.

e E/F tach dugc va chuan héa: suy ra f ¢6 m nghiém phan biét trong
E.

Do dé, E/F 1a chuan téc va tach duge néu va chi néu véi méi a € F,
da thitc t6i tiéu clia a c6 [F[a]: F] nghiém phan biét trong E.

Vi du 3.8.

(a) Da thiic X3 —2 c6 mot nghiém thuc va hai nghiém khong thuc . Do
dé truong Q[v2] tach dugc nhung khong chuan tic trén Q.

(b) Truong F,(T) chudn tdc nhung khong tich dugc tren F,(T?) vi da
thic toi tieu cia T la da thic khong tach duge XP — TP .

Dinh nghia 3.9. Cho F la mot truong. Mot mé rong hitu han E cia
F dude goi 1a mot md rong Galois néu F 1a truong bat bién ctia nhém
cac F-tu dang cau ctia E. Khi d6, nhém nay duge goi la nhém Galois
cua FE trén F, va dugc ky hiéu la Gal(E/F).

Dinh 1y 3.10. Déi vdi mot mé rong E/F, cic khang dinh sau day la
tuong duong:

(a) E la truong phan ra cia mot da thic tach dugce f € F[X];
(b) E la Galois tréen F;

(¢c) F=E®, ¢ dé G c Aut(E) la mot nhém hitu han;

(d) E la chuan tdc, tach dugc, va cé bac hitu han trén F;
Ching minh.

(a) = (b). Dat G = Aut(E/F) va F' = E¢ > F. Ta phai chiing
minh rang F' = F. Luu ¥ rang E ciing 1a truong phan ra clia f xem
nhu 14 da thic v6i hé s6 trong F’, va f van tach duge khi duge xem
nhu vay. Theo Ménh dé 3.2

| Aut(E/F')| = [E: F') < [E: F|] = | Awt(E/F)|.

Theo Hé qué 3.5 thi Aut(E/F') = G = Aut(E/F), dan dén [E: F'] =
[E: F]va F = F'.
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(b) = (¢). Ddt G = Gal(E/F). Khi d6 F = E“, va G hitu han vi F
httu han trén F theo 2.8a.

(c) = (d). Theo Menh dé 3.4, ta biét rang [E : F] < (G : 1); ndi
rieng, n6 1a mot nhom httu han. Gid st o € E va f 1a da thitc tdi
tiéu clia «; ta phai ching minh rang f ché ra thanh cac nhan ti
phan biét trong E[X]. Gia st {a1 = «, ..., apn} 1a qui dao ciua o dudi
tac dong cua G len E, va dat

g(X) = H(X—Oéi) = X"+ X" 4,

Do a; 1 cac da thic doi xiing clia a;, va mdi o € G chi don thuan
hoan vi cac o; nén oa; = a; véi moi i, va do dé g(X) € F[X]. D6 la
mot da thitc c6 hé s6 dau bang 1 va g(a) = 0, nén f(X)|g(X) (xem
dinh nghia ctia da thiic t6i tiéu). Néu a; = oa, thi 4p dung o lén
cac phuong trinh f(a) = 0 cho ta f(o;) = 0 nén mdi nghiém cua g
ciing 13 mot nghiém ctia f, vi thé ta ciing c6 g(X)|f(X). Ta két luan
rang f(X) = g(X), va do vay f(X) ché ra thanh cac nhan ti phan
biét trong E.

(d) = (a) Vi E c6 bac hitu han trén F, n6 sinh trén F bdi mot sd
hitu han cac phan tit E = Flai,...,am], a; € E, a; dai s6 trén F.
Gia sit f; 1a da thitc t6i tieu clia a; trén F va f 1a tich ctia cac f;. Vi
E chuan tic trén F, mdi f; ché ra trong E va E 1a trudng phan ra
cua f. Do E tach ducgc trén F', moi f; tach duge nén f tach duoc.
H

Nhan xét 3.11.

(a) Gid st E la mot md rong Galois tréen F cé nhom Galois G va a € E.

Cédc phan ti o = o, a0, .., ap trong qui dao cla o dudi tac dong
cua G dugc goi la cac lién hgp cia o. Trong ching minh (¢) = (d)
ctia dinh lyj trén, ta da chi ra rang da thic toi tieu cia o la [J(X —ay).

(b) Gid sit G la mot nhém hitu han cdc ty dang cau cia truong E.

Khi d6 E/EY théa man cdc dieu kién cia Dinh ly 3.10. Hé qud 5.5
chi ra ring G = Gal(E/EY) va Ménh dé 3.2 cho thay [E: EY)] =
| Gal(E/E%)|.

Hé qua 3.12. Moi md rong hiu han tich duge E cia F déu dugc chia
trong mot mo rong Galois hiu han.
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Chitng minh. Gid stt E = Flaq,...,om]. Chon f; 1a da thic t6i tiéu cia
a; trén F. Tich ctua cac f; phan biét 1a mot da thiic tach dugce trong F[X]
va truong phan ra cia né la mot mé rong Galois ctia F' chita E. ]

Hé qua 3.13. Cho E D> M O F; néu E la mot md rong Galois trén F,
thi no la mot mo rong Galois trén M.

Chitng manh. Ta biét rang E 1a truong phan ra ctia mot da thic tach
duge f € F[X]; n6 cling la truong phan ra cta f duge xem nhu 1la mot
phan ti clia M[X]. ]

Nhan xét 3.14. Khi b6 gid thiét E tach duoc trén F, ta van thu duogc
mot so két qud. Mot phan ti o clia mot md rong dai so cia F dude goi
la tdach dwoc tren F néu da thic toi tiéu cia né trén F la tdch duge.
Chitng minh cia Hé qud 3.12 cho thay moi md rong hitu han sinh bdi cdc
phan ti tach dude la md rong tach dudc. Do dé, cdac phan té cia mot md
rong hiu han E cua F ma tach dugc trén F tao thanh mot truong con
Esep clia E, va tach duge trén F; dat [E : Flsegp = [Esep - F] (bac tach
dugc cia E trén F). Néu Q la mot truong déng dai so chia F, thi moi
F-dong cau Ese, — Q thdc trién duge mot cach duy nhat lén E, va do dé
50 cac F-dong cau Esep — Q bang [E : Flsep- Khi E D M D F (md rong
hitu han), thi
[E: Fleep = [E + Msep[M : Flgep.

Noi riéng,
E tach dugce trén F < E tach duge trén M va M tach duoc trén F.
Xem Jacobson 1964, I 10, dé biét thém chi tiét.

Dinh nghia 3.15. Mot md rong hittu han £ O F duge goi 1a mot mé
rong cyclic, abel, ..., gidi dudc néu né la mot mdé rong Galois c6
nhom Galois 1a mdt nhém cyclic, abelian,..., giai dugc.

3.3. Dinh ly co ban cuia ly thuyét Galois

Dinh 1y 3.16 (Dinh 1y cd ban ctia Ly thuyét Galois). Cho E la
mot md rong Galois cia F, va G = Gal(E/F). Cdc dnh za H — Ef va
M — Gal(E/M) la cic song anh nghich dao ciua nhau gita tap hop cac
nhém con ciia G va tap hop cdc truong trung gian nam gita E va F:

{Cac nhom con cia G} +— {cac truong trung gian F C M C E}.
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Hon nita,
(a) tuong ting trén lam ddo ngudc bao ham thic: Hy > Hy < BT c B
(b) Céc chi so bang cdc bac: (Hy : He) = [T pH2];

(¢c) cHo™' oM, tic lo E°Ho' = o(EH);Gal(E/oM) =
oGal(E/M)o~t.
(d) H lam nhém con chuan tic trong G < Ef 1o md rong chuan tdc
(va do dé Galois) trén F, trong truong hgp nay
Gal(F"/F) ~ G/H.

Chitng minh. D6i véi khédng dinh dau tieén, ta phai chting minh ring
H s B va M+ Gal(E/M) 1a cac 4nh xa ngugc ctia nhau.

Gia st H 13 mot nhém con ctia G. Khi d6, nhu ta da thay trong (3.5),
Gal(E/ET) = H.

Gia st M la mot truong trung gian. Khi dé theo 3.13, F la md rong
Galois trén M, diéu dé c6 nghia 1a FGIE/M) — pr.

(a) Ta c6 cac khang dinh hién nhién:
Hy D Hy = Ef' ¢ EH2 = Gal(E/E™ 5 Gal(E/E™).
Nhung Gal(E/E™) = H;.

(b) Nhu da thiy trong (3.11b), v6i moi nhém con H cia G thi [E :
EH) = (Gal(E/E™) : 1). Diéu nay ching minh (b) trong trudng hop
Hy =1, v& trudng hop tong quéat dude suy ra tit

(Hy:1) = (Hy: Hy)(Hy : 1) va [E : Ef) = [E : EH2)[pH2 . pH),
(c) Neu T € G vaa € E thi Ta = a & oro 1 (0a) = oa. Do vay,
Gal(E/oM) = o Gal(E/M)o~! va o Gal(E/M)o~! + oM.

(d) Cho H 1 mot nhém con chuan tic clia G. Vi cHo ' = H v6i moi
o € G nén ta phai c6 o B = EH v6i moi o € G, tiic 1a tac dong ciia
G trén E bao toan FH. Ta thu dugc mot dong cau

o o|E": G = Aut(ET/F)
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c6 hat nhan 1a H. Do (EH)¢/H = F nen EY 13 mot mé rong Galois
tren F (Dinh ly 3.10) va G/H ~ Gal(E™ /F) (theo 3.11b).

Ngugc lai, gia st ring M 1a mot mé rong chuan tic trén F va dit
M = Flag,...,ap]. V6 moi o € G, oa; la mot nghiém ctia da thiic
t6i ticu clia a; trén F, v do d6 ciing nam trong M. Do vay oM = M,
suy ra cHo~! = H (theo (c)).

[]

Nhan xét 3.17. Dinh Iy trén chi ra rang cé mot song anh ddo thi tu
gitia cac truong trung gian ciua E/F va cic nhom con cua G. Su dung
dieu nay ta cé thé thu duge nhiéu két qud khdc nhu dudi day.

(a)

(b)

Gia si My, Ms, ..., M, la cic truong trung gian, va H; la cac nhom
con tuong dng vdi M; (tic la H; = Gal(E/M;)). Theo dinh nghia,
MiMs ... M, la truong bé nhat chita tat cd cic M;; do dé né phdi
tuong wng vdi nhém con ldn nhat chia trong tat cd H;, chinh la
nhom NH;. Vi thé

Gal(E/Ml...Mr) =HiN---NH,.

Cho H la mot nhém con ciia G va M = EH. Nhém con chuan tdc
Ion nhat chiia trong H la N = Nyeq 0Got(zem [2, 4.10]), va do
vay EN, truong hop thanh cia cic truong oM, la md rong chuan
tdc bé nhét cia F chita M. N6 duge goi la bao déng chuan tde,
hay bao dong Galois cia M trong E.

Meénh dé 3.18. Cho E va L la cic md rong truong cia F cing ndm
trong mot truong nao dé. Néu E/F la mot md rong Galois, thy EL/L va
E/EN L cing vay; hon nida anh za

o o|E: Gal(FL/L) — Gal(E/ENL)

la mot dang cau.

Chiing minh. Vi E la mot mé rong Galois trén F' nén n6 la truong phan
ra cia mot da thitc t6i tiéu f € F[X]. Khi d6 FL la truong phan ra cia
f trén L, va E la truong phan ra cua f trén ENL. Dodé EL/L va ENL
ciing 1a cac mé rong Galois. Moi tu dang cau o clia EL gitt ¢6 dinh cac
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phan t1t clia L sé anh xa cic nghiém ciia f thanh cac nghiém cta f, va
do d6 ¢F = E. Vi thé ton tai mot dong cau

o o|E: Gal(EL/L) — Gal(E/EN L).

Néu o € Gal(EL/L) giit ¢6 dinh cac phan t1t ciia E, thi né gitt ¢6 dinh
cac phan tit cia FL, va do vay 1a 1. Nhu vay, o +— ¢|E 13 mot don anh.
Néu a € E bat bién bdi tat ci cac phan tit o € Gal(EL/L), thia € LNE.
Tt Dinh 1§ co ban, diéu nay dan tdéi két luan rang anh clia o — o|E 1a
Gal(E/ENL).

EL -
E/_ \L
~ -

ENL
|
F
]
Hé qua 3.19. Gid si trong ménh dé 3.18, L hiu han trén F th
o |E:F|[L: F]
L F) = S Ly
Chitng minh. Theo Ménh dé 1.20,
[EF : L) =[EL: L][L : F),
nhung
1318 120 [E:F]
LS B BN S e
Il

Meénh dé 3.20. Cho E; va Es la cdc md rong truong cia F nam trong
cung mot truong nao dé. Néu Ey va Fay la cac md rong Galois trén F,
thi E1Es va E1 N Ey cung la cac md rong Galois trén F, va

o (0|Ey,0|E2): Gal(E1Ey/F) — Gal(E1/F) x Gal(Es/F)
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la mot dang cau ti Gal(E1Ey/F) lén cdc nhém con
H = {(01,0'2) | O’1|E1 NEy = 0'2|E1 N EQ}

cua Gal(E1/F) x Gal(Ey/F).

Chiing minh. Gia st a € E1 N Ey va f 1a da thiic toi tiéu clia né trén F.
Khi d6 f c6 deg f nghiém phan biét trong E; va deg f nghiém phan biét
trong Eo. Vi f c6 nhiéu nhat deg f nghiém trong EEs nén né c6 deg f
nghiém phan biét trong £y N Ey. Diéu nay ching t6 rang E1 N Ey 1a md
rong chuan tic va tach dude trén F, va do d6 1a mot mé rong Galois
(3.10). Vi Ey va E3 la m6 rong Galois trén F, ching la cac trudng phan
rd cua cac da thiic tach duge fi, fo € F[X]. Bay gio E1FE> la mot truong
phan rd ctia fifz, va vi thé né ciing 1a mot md rong Galois trén F. Anh
xa o + (0|E1,0|E2) 1o rang 1a mot don cau, va anh clia n6 chita trong
H. Ta sé ching té rang anh ctia n6 1a toan bo H bang cich dém s6 phan
tik.

E1FEs
/ \
E1 EZ
\ /
E1N Ey

|
F

Tt Dinh 1§ ¢o bén,
Gal(EQ/F)/ G&l(EQ/El N EQ) ~ Gal(E1 N EQ/F),

do vay v6i moi o1 € Gal(E1/F), o1|E1 N Ey ¢6 ding [E2 : E1 N E3] mé rong
thanh mot phan tit cia Gal(Es|F). Vi thé,

Ey: F|[Ey: F]
[ElﬂEQ:F] ’

(H:1)= By Fl[By: By (1 By] = &

né6 bang [E1Es : F] theo (3.19).
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3.4. Mot s6 vi du

Vi du 3.21. Ta sé tim hiéu md rong Q[¢]/Q, ¢ dé ¢ la mot can bic 7
nguyén thiy cia 1, ¢ = 27/7.

Chii 4 rang Q[¢] la truong phan rd cia da thiic X™—1 va ¢ ¢6 da thic
toi tieu la

X+ X+ X+ X3+ X2+ X +1.

(zem 1.41). Do vay, Q[C] la mot md rong Galois biac 6 trén Q. Vdi moi
o € Gal(Q[¢]/Q) thi o¢ = (%, vdi 1 < i <6 nao dé, va dnh xa o +— i zdc
dinh mot dang cau Gal(Q[¢]/Q) — (Z/7Z)*. Ta lay o la mot phan ti clia
Gal(Q[¢]/Q) thda man o¢ = ¢3. o sinh ra Gal(Q[¢]/Q) vi ldp ciia 3 trong
(Z)TZ)* sinh ra nhém nay (cac lay thiwa cia 3 mod 7 1a 3,2,6,4,5,1). Ta
Tét cdc truong con cia Q[(] tuong tng vdi cac nhém con (3) va (?).

Chi 1 rang 03¢ = (¢ = ¢ (lién hop phic cia ¢), va vi thé ( +( =
2cos(2m/7) duge i@ ¢6 dinh bdi o3. Bay gio ta ¢ Q] > Q[¢]¢Y o
Q¢ + ¢ # Q. Do d6 Q[¢]”) > Q[¢ + (] (nhin vao bacl). Vi (o3) la mot
nhom con chudn tdic cia (o) nén Q¢ +¢] la md rong Galois trén Q, co
nhém Galois (o)/{03). Cdc lien hop clia oy et C+C¢laag =+ (3,
oo = (2 + (2. Tinh truc tiép, ta co

6
041+()42+043:Z<i=—1
=1

alag + asas + azap = —2
arazaz = (C+ )+ )+ ¢
=+ ++ONCE+ Y
= (PO 1+E+C 1+
=1.

Vi thé da thic téi tieu ' cia ¢ +C la

g X)=X34+X?-2X — 1.

1C6 thé lap luan truc tiép hon: dat X = ¢ + ¢ trong
(X? =3X)+ (X —2)+ X +1

ta thu duge 1+ ¢+ +---+ ¢ =0.
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Da thite toi tiéu cia cos277T = & bing
2X
Q(T) = X% 4 X2/2 - X/2—1/8.

Truong con cia Q[C] tuong 1ing vdi (o2) dugc sinh bdi B = ¢ + ¢ + (2.
Dt 8 = afB. Khi d6 (8 — B')2 = —7. Do vay truong bt bién bdi (0?) la
Qv-T1].

Vi du 3.22. Ta tinh nhém Galois cia truong phan ra E cia X° —2 €
QI[X]. Nhdc lai tu bai tap 2-3 rang E = Q|[C,a] vdi ¢ la can bic 5 nguyén
thiy ctia 1, va a la mot nghiem cia X® — 2. Vi du, ¢6 thé chon E la
truong phan ra cia X° —2 trong C, vdi ¢ = e*™/° va « la can bic 5 thuc
ctia 2. Ta c6 so do dudi day
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QI¢, o
N H

Q[¢]: Q] =4, [Qa]:Q]=5.

Vi 4 va 5 nguyén to cing nhau nén

[Q[¢, o] - Q] = 20.

Do dé G = Gal(Q[¢,a]/Q) ¢6 bac 20, va cdc nhém con N va H giii co
dinh Q[¢] va Q[a] ¢6 bac tuong ting bing 5 va 4. Vi Q[¢] la md rong
chudn tdc tréen Q (né la truong phan ra cia X° —1) nén N la nhém con
chudn tic trong G. Vi Q[¢].Q[a] = Q[¢, o], ta ¢c6 HNN = 1, va do vay
G = N Xy H. Hon nita, H ~ G/N ~ (Z/5Z)*, la mot nhom cyclic, sinh
bdi 1op 2. Ky hiéu T la phan ti sinh cia H tuong wng vdi 2 qua ding cau
nay, va chon o la mot phan ti sinh cia N. Khi dé o(a) la mot nghiem
khdc ciia X® — 2, ta cé thé chon la Ca (sau khi thay o bdi mot liy thia
cia nd). Vi vay

¢ = ¢? 0¢=¢
TQ =« oa = (Ca.

Chi 1 rang tot~(a) = T0a = 7(Ca) = (2o va né co dinh (; vi thé
rorl =02, Nén G ¢6 cdc phan ti sinh o va T va cé cdc quan hé
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Nhom con H c6 nam lién hop, ching tuong ting vdi nam truong Q[('al,
c'Ho ! & 0'Qa] = Q[¢'a), 1<i<5.
3.5. Trd ve véi cac sé xay dung dudc

Trude day, ta da chiing minh (1.36) rang mot s6 thyc o 1a xay dung
duge néu va chi néu né chia trong mot truong con ciia R c6 dang

Qlvat,...,va) 6 d6 mdi a; 1a mot s6 duong thuoc Q[ /ag, ..., /ai—1).

Noéi riéng
a xay dung duge = [Qa] : Q] = 2° v6i s ndo A6 (2).
Bay gio ta c6 thé chiing minh mot phan ciia chiéu nguge lai nhu sau.

Dinh 1y 3.23. Néu o nam trong mot truong con cia R va la mot md
rong Galois bac 2" trén Q, thi no xay dung dugc.

Chiing minh. Gia st o € E C R 6 d6 F la md rong Galois bac 2" trén
Q, va dat G = Gal(E/Q). Vi cac p-nhém hitu han gidi duge ([2, 6.7]) nén
ton tai mot day cac nhém

{1} =GpcGiycGyC---CGr=G
sao cho G;/G;_1 cocap 2. Tuong ting véi diay do6 1a mot ddy cac trudng,
E=FEyDEDED---DE =Q

v6i E;_q ¢6 bac 2 trén E;. B dé sau day chiing minh réng F; = F;_1[,/a;]
v6i a; nao d6 thude E;_q, va a; > 0 béi vi néu khong thi E; khong thuc.
Dinh Iy da dugc ching minh. O]

B6 dé 3.24. Cho E/F la mot md rong bac hai cia cdc truong dic so
khdc 2. Khi dé E = F[\/d] vdi d € F nao dé.

Chiing minh. Cho o € E,a € F, va cho X2+ bX + ¢ la da thtc t6i tiéu
clia a. Thé thi o = ==V vy do vay E = F[VE? — 4d. ]

Hé qua 3.25. Néu p la mot so nguyén to c6 dang 2% + 1, thi cos %’T zdy

dung duoc.
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Chitng minh. Truong Q[e™/P] 14 mot md rong Galois trén Q v6i nhém
Galois G ~ (Z/pZ)*, c6 bac p—1 = 2F. Truong Q[cos 27”] dugce chita trong
Q[e?™/?], va do vay la md rong Galois véi bac chia hét 2% (dinh 1y co ban
3.16 va 1.20). Do Q[cos 2?”] 13 mot trudng con clia R, ta c6 thé 4p dung
dinh ly trén. O

Nhu vay mot p-da giac déu, p nguyen t6 1a xay dung dude néu va chi

néu p 1a mot sé nguyen té6 Fermat, tiic 1a c¢6 dang 22" + 1. Vi duy, ta da
chiing minh rang da gidc déu 65537 canh xay dung dudc mic dit khong
6 cong thite tudng minh cho cos G2&-.
Nhan xét 3.26. Chiéu nguoc lgi cia (2) khong ding. Da thic f(X) =
X4 —4X +2 € Q[X] bat kha quy, va ta sé chimg té trong (4.9)riang nhém
Galois ctia truong phan ra E trén Q cia da thitc la Sy. Moi nghiém ciia
f(X) ndam trong mot md rong bac 2% cia Q. Néu bon nghiém cia f(X)
zdy dung duoe, thi tat cd cdac phan ti cia E sé zay dung dude (1.56a).
Cho H la mot nhom con Sylow ciia nhom Sy. EM c6 bac 1€ tren Q, va
do vay cac phan ti cia EY\ Q khong thé zay dung dugc 2.

3.6. Nhom Galois ciia mot da thic

Néu da thitc f € F[X] tach dugc, thi truong phan ra Fy ctia no la mot
md rong Galois trén F, va ta goi Gal(Fy/F) la nhém Galois Gy clia f.

Gia su f = ﬁ(X — ;) trong truong phan ra Fy. Ta biét rang cac

i=1

phan tit ctia Gal(Fy/F) anh xa cac nghiém ctia f thanh cac nghiem
cua f, tic la ching anh xa tap hop {ai,...,a,} 1én chinh né. La céc
tu dang cau, ching phai la cac hoan vi cia {ag,...,an}, va Vi cac o;
sinh ra Fy nén mot phan tit cia Gal(Fy/F) duge xac dinh duy nhat boi
céc hoan vi chiing xdc dinh. Vi vay G} c6 thé duge dong nhat véi mot
nhém con cia Sym({a1,...,a,}) ~ S, (nhom doéi xiing trén n phan ti.)
Thuc ra, G chinh 1a tap hgp cac hoan vi o ctia {ay,...,a,} sao cho néu

?Nhu Shuichi Otsuka da chi ra cho toi, ¢6 thé ching minh didéu nay ma khong can t6i dinh
Iy Sylow. Néu mot nghiem o ctia f(X) xay dung dudc thi sé c6 mot thap cAc md rong bac hai
Qo] > M D Q. Theo Iy thuyét Galois, cAc nhém Gal(E/M) D Gal(E/Q[a]) ¢6 bac tuong ting 1a 12
va 6. Tit Gal(E/Q) = S4, Gal(E/M) phai la nhém A4. Nhung A4 khong c6 nhém con cip 6, nghich
ly. Do vay khong c6 nghiém nao cta f(X) xay dung dudc. (Thuc ra Gal(E/Q[a]) = S3 nhung ta
khong can dén két qua doé & day.)



3.7. Tinh gidi dugc cia da thic 63

PeFXy,..., X
Play,...,an) =0= P(oay,...,0a,) =0. (3.1)

Diéu nay cho ta mot mo ta ciia Gy khong liéen quan tdi cac truong hay
cac nhom tritu tugng (khong dinh nghia ndo da xuat hién trong thoi
Galois)?

Cha y rang diéu nay lai mot lan ching t6 rang (Gy : 1), va do vay
[F¢ : F], chia hét deg(f)!.

3.7. Tinh giai dugc cua da thic

V6i mot da thic f € F[X], ta n6i rang phuong trinh f(X) = 0 giai
dudc bang can thic néu cac nghiem ciia n6 ¢ thé thu dude bang cac
phép toan dai so: phép cong, trit, nhan, chia va phép khai can bac m,
hay, chinh xac hon, néu c6 mot thap cac truong

F=FCFCkhcC---Cky,

N

ma
(a) F; = Fi_1[ai], ™ € Fy_q;
(b) F,, chita mot truong phan ra cia f.

Dinh 1y 3.27 (Galois, 1832). Cho F la mét truong ddc s6 0. Phuong
trinh f = 0 gidi dugc bang can thic néu va chi néu nhém Galois cia f
giai dugc.

Ta sé ching minh dinh 1y nay sau (5.34). Dong thoi ta cling sé chi ra
cac da thic f(X) € Q[X] ¢6 nhéom Galois la S, cac da thic nay do do
khong giai duge khi n > 5 theo [2, 4.37].

Nhan xét 3.28. Néu F c6 ddc so p, thi Dinh lyj khong ding bdi hai ly
do:

3Hat nhan cta anh xa

F[Xl,,..,Xn]*)Ff, Xir—>ai,

gom cac da thic P(X1,...,X,) md P(ai,...,a,) = 0. Néu o 1a mot hoan vi clia cic a; thda man
(3.1) thi anh xa

FIX1,...,Xa] = Fr, Xim oo,
duge phan tich qua anh xa ban dau, va xéc dinh mot F-dng cdu Fy — Fy, ttc 1a mot phan tit clia
nhém Galois. Diéu nay chi ra ring moi phép thé théa man diéu kién (3.1) mé rong mot cach duy
nhéat thanh mot phan t cia Gva 16 rang 1a moi phan tif clia Gy déu xuét hién theo cach nay.
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(a) f co thé khong tach dugc, va do vay khong cé nhém Galois;

(b) XP — X —a =0 khong gidi dugc bang can thiic mdc du né tach duge
va ¢o nhéom Galois giao hoan (Bai tap 2-2)

Néu dinh nghia cia tinh gidi duge stta doi dé cho phép cé cdc md rong
dang (b) trong chudi, va f dugc yéu cau phdi tach duge, thi Dinh ly ding
trong truong dic so p.

Chi thich: Phan 16n nhiing gi da dugc viét vé Galois déu khong dang tin
cay - xem Tony Rothman, "Genius and Biographers: The Fictionalization
of Evariste Galois,” Amer. Math. Mon. 89, 84 (1982). Phién ban c6 chinh
stta sin truc tuyén tai dia diém khac nhau *.

Mot nghién citu nghiém can vé cong trinh ctia Galois "Premier Mé-
moire" la Edwards, Harold M., Galois for 21st-century readers. Notices
AMS 59 (2012), no. 7, 912-923.

3.8. Baitap

3-1 Cho F 1a mot trudng dic s6 0. Chiing minh rang F(X*)NF(X%2-X) =
F (giao trong trong F(X)). [Goi y: Tim cac tu dong ciu o va 7 clia
F(X), c& hai déu cap 2, lan lugt gitt ¢6 dinh F(X?) va F(X? — X) ,
va chitng minh rang o7 ¢6 bac httu han.|

3-2 ° Cho p la mot s6 nguyen t6 18, ¢ 1a mot can bac p nguyén thiy ciia
1 trong C. Dat E = Q[¢] va & = Gal(E/Q): do d6 G = (Z/(p))*. Cho
H 1a nhém con chis6 2 trong G. Data =Y, (' va g = ZieG\H <

Chting t6 rang:
(a) a va B dugc giit ¢6 dinh béi H;
(b) néu o € G\ H, thi ca = 3,08 = a.

Nhu vay a vd § 1a cdc nghiem ctia da thitc X2 4+ X + of € Q[X].
Hay tinh af va ching t6 rang truong cd dinh cta H 1a Q[\/p] khi
p=1 (mod 4) va Q[y/—p| khi p =3 (mod 4).

5Bai tap nay chi ra ring moi mé rong bac hai cia Q déu chita trong mot mé rong chia dudng
tron ctia Q. Dinh 1y Kronecker-Weber néi ring moi mé rong abel ciia Q déu chita trong mot md
rong chia dudng tron.


http://docs.wixstatic.com/ugd/0427b2_488a653874d44ef8a3dc96e98122907f.pdf
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3-3 Dit M = Q[v2,v3] va E = M[/(vV2+2)(v/3+3)] (cac truong con
cia R).

(a) Chiing t6 rang M 1a mot md rong Galois trén Q v6i nhom
Galois 1a 4-nhém Cy x Cs.

(b) Chiing t6 rang E 13 mot mé rong Galois trén Q véi nhom Galois
la nhom Quaternion.

3-4 Cho E la mot mé rong Galois cia F véi nhom Galois G va L la
truong bat bién ctia mot nhém con H cia G. Chitng minh ring
nhom tir dong cau ctia L/F 1a N/H & d6 N 1a nhém chuan téc hoa
cua H trong G.

3-5 Cho E la mot mé rong hitu han ctia F. Ching minh rang cap cia
Aut(E/F) chia hét bac [E: F].



CHUONG 4

Tinh nhém Galois

Trong chuong nay, ta nghién ctu cac phuong phap chung dé tinh cac
nhém Galois.

4.1. Khi ndo G; C A4,?

Cho o la mot hoan vi ctia tap hop {1,2,...,n}. Cac cap (4,5) v6ii < j
nhung o (i) > o(j) dugc goi 1a cac nghich thé cia ¢, va ¢ dude goi la
chin hay 18 tiy thuoc vio sé cac nghich thé 1a chin hay 18. Dau cia
o, sign(c), 14 +1 hay —1 néu o chin hay 18. Ta c6 thé dinh nghia dau
clia mot hoan vi o clia mot tap hop S bat ky gom n phan tit bang cach
danh s6 tap hgp do6 va dong nhat o v6i mot hoan vi ctia {1,...,n}. Khi
do sign 1a dong cau duy nhat Sym(S) — {+1} ma sign(o) = —1 d6i véi
moi phép thé so cap. No6i rieng, né doc lap véi cach danh s6. Xem GT,
4.25.

Bay gio xét mot da thic don khdi
fX)=X"+a X" 4 +ay

va gid st f(X) =[], (X — a;) trong mot truong phan ra nao do. Dat

1<i<j<n 1<i<j<n

Dinh nghia Biét thic ctia f 1a D(f). Cha y rang D(f) khac 0 néu va
chi néu f chi c¢6 cac nghiem don, tic 1a khi f tach dugc va khong c6 uwdc
boi. Ky hieu Gy la nhém Galois ctia f, va dong nhat né véi mot nhém
con cua Sym{aq,...,a,}.
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Meénh dé 4.1. Cho f € F[X] la da thic tach duge, va o € Gy. Khi dé

(a) o A(f) = sign(o)A(f),
(b) oD(f) = D(f).

Chatng minh. Mdi nghich thé clia ¢ dan t6i mot dau am cho ocA(f), va
do vay (a) suy ra tur dinh nghia ctia sign(s). Phuong trinh trong (b) dat
duge bang cach binh phuong (a). O

Trong khi A(f) phu thuoc vao cidch danh s6 cidc nghiem cua f thi
D(f) khong phu thudc.

Hé qua 4.2. Cho f(X) € F[X] bic n va chi c6 cdc nghiém don, Fy la
truong phan ra cua f. Khi dé Gy = Gal(Fy/F). Ta c6 cac khing dinh
sau:

(a) Biét thiic D(f) € F.
(b) Truong con cia Fy tuong ing vdi A, NGy la FIA(f)]. Do vdy
Gy C A, <= A(f) € F < D(f) la mot binh phuong trong F.
Chiing minh.

(a) Biét thitc ctia f 1a mot phan tit ctia Fy ¢6 dinh béi Gy = Gal(Fy/F),
va do vay nam trong F (theo Dinh 1y co ban ctia Ly thuyét Galois).

(b) B6i vi f ¢6 cac nghiem don, A(f) # 0, va do vay cong thic cA(f) =
sign(o)A(f) ching t6 raing mot phan ti ctia G5 ¢d dinh A(f) néu va
chi néu né nam trong A,. Vay nén, dudi tuong ting Galois,

Gy Ay FIA(F)].

Vithé GyN A, =Gy« FIA(f)] = F.

Cac nghiem clia X2 + bX + ¢ la =2V vy do vay

AX?2 40X +¢)= b2 —4c (hay — /b2 — 4c),
D(X?+bX +¢) = b* — 4.
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Mac dit khong c6 cong thiic cu thé cho cac nghiem ctia f trén cac hé so
khi bac ctia f 16n hon 4, ta van c¢6 cong thic cho biét thite. Vi du,

D(X3 40X +¢) = —4b*> — 272

V6i n cang 16n cong thiic cho biét thic cang tré lén phic tap, vi du,
vOi X% 4+ aX? +bX3 + cX? 4+ dX + e c6 59 s6 hang. May méan 1a, PARI
biét ching. Vi du, go poldisc(X~3+a*X~2+bxX+c,X) tra vé biet thic
clia X3 + aX? + bX + ¢, nhu sau

—4ca® 4 b*a® + 18cba + (—4b> — 27¢2).

Nhan xét 4.3. Gia st FF C R. Khi dé D(f) sé khong la mot binh phuong
néu né nhan gid tri am. Ta biét rang dau cia D(f) la (=1)%, ¢ dé 2s la
so cac nghiém khong thuc cia f trong C (zem ANT 2.40). Do dé néu s
1é thy Gy khong nam trong A,. Khang dinh nay cé thé dugc ching minh
truc tiép nho nhan zét rang lién hop phic tic dong lén cic nghiém nhu
la mot tich cia s phép thé so cap roi nhau. Tat nhién la dieu nguoc lai
khong ding: khi s chdn, Gy khong nhat thiét nam trong A,.

4.2. Khi ndo G c6 tinh chat truyén dan?

Meénh dé 4.4. Cho f(X) € F[X] chi c6 cic nghiem don. Khi dé f(X)
bat khd quy néu va chi néu Gy tac dong truyén dan trén cac nghiém cia

f.
Ching minh.

=: Néu a va 8 la hai nghiém ctia f(X) trong mot trudng phan ra Fy
clia f, thi chiing déu nhan f(X) 1a da thiic t6i ticu, va do vay F[a]
va F[B] déu la cac trudng mam cla f. Vi vay, ¢c6 mot F-dang cau

Fla| ~ F[5], a<+ 0.

Viét Fy = Flag,ag,...] v6i a1 = a va ag, a3, ... la cic nghiém khac
ctia f(X). Khi d6 F-dong cdu a — B : Fla] — Fy md rong (ting
budc mot) thanh mot F-dong cau Fy — Fy (dung 2.2b), d6 1a mot
F-dong cau bién a thanh .

«: Gid st g(X) € F[X] la mot nhan t1t bat kha quy clia f, va o 1a mot
trong cac nghiém ctia n6é. Néu 8 1a mot nghiém th hai cta f, thi
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(theo gia thiét) 8 = oca v6i o € Gy ndo d6.Vi g ¢6 hé so trong F
nén,
gloa) = og(a) =0,
suy ra § cling la mot nghiém ctia g. Do vay, moi nghiém cua f ciing
la mdt nghiém cia g va do dé f(X) = g(X).
Cha y rang khi f(X) bat kha quy bac n thi n|(Gy: 1) vi [Fla]: F] =n
va [Fla]: F] chia hét [Fy: F] = (Gy: 1). Do d6 G 1a mot nhém con truyén
dan ciia S,, ¢6 bac chia hét cho n. O

4.3. Da thic bac khong qua ba

Vidu 4.5. Cho f(X) € F[X] la mot da thic bac 2. Khi do f khong tach
duge néu va chi néu F ¢6 dic s6 2 va f(X) = X? —a vdia € F\ F>.
Néu f tdach dugc thi Gy = 1(= A2) hay S tuy thuoc vao D(f) la mot binh
phuong trong F hay khong.

Vi du 4.6. Cho f(X) € F[X] la mot da thicc bac 3. C6 thé gia si f bat
khd quy vi néu khong tha ta quay trd lai truong hop trude. Khi dé f khong
tach dugc néu va chi néu F c6 dic s6 3 va f(X)=X3—a vdiac F\F?
nao dé. Néu f tach duge, thy Gy la mot nhém con truyén dan cia Ss
6 bac chia hét cho 3. Chi c6 thé cé hai khd ndang: Gy = Az hodc S3 tuy
thuoc vao D(f) la mot binh phuong trong F hay khong. Chi 1j rang As
sinh bdi xich (123).

Vi dy X3 —3X +1 € Q[X] bat khd quy (zvem 1.22), biét thiic cia né
la —4(—3)3 — 27 =81 =92, va do vay nhém Galois ciia né la As.

Mat khac, X® +3X +1 € Q[X] ciing bat khd quy (ding 1.11), nhung
biét thic cua no la —135 khong phdi la mot binh phuong trong Q, va do
do nhom Galois cia né la Ss.

4.4. Phuong trinh bac bén

Cho f(X) la mot da thitc bac bén khong c6 nghiem boi. Dé tinh G ta
stt dung tinh chat: Sy c6 nhom con chuan tic
vV ={1,(12)(34), (13)(24), (14)(23)}

., n6 chuan tic vi V chita tat ca cac phan tit c¢6 kiéu xich dang 2 + 2
(GT 4.29). Gia st £ 1a mot truong phan ra cua f, va ta ¢6 phan tich
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f(X) =[I(X — a;) trong E. Dong nhat nhém Galois G clia f v6i mot
nhém con ctia nhém doi xting Sym({aq, as, a3, au}). Xét cac phan tit

o= 109 + 30y

B = ara3 + azoy

Y= 104 + ao03.
chung doi mot khac nhau vi cac «; phan biét; vi duy,
a—f=aj(a —a3) +ag(az —ag) = (a1 — ay) (a2 — as).

Nhém Sym ({1, ag, a3, as}) tac dong truyén dan trén {a, 3,v}. Nhém on
dinh ctia mdi phan tit trong «, 3, v phai 1 mot nhém con c6 chi s6 3 ciia
nhom Sy, va do vay c6 bac 8. Vi duy, nhém on dinh ctia 8 1a ((1234), (13)).
Céc nhém cap 8 trong Sy 1a cac 2-nhém con Sylow. C& ba déu dang cau
v6i Dy. Theo dinh 1§ Sylow, V nam trong mot 2-nhém con Sylow nao do
nhung vi cac 2-nhém con Sylow lien hop véi nhau va V' chuan tic nén
n6 nam trong ca ba nhém con Sylow. Ta suy ra rang V 1 giao clia ba
2-nhém con Sylow. Mdi 2-nhém con Sylow c¢6 dinh duy nhat mot trong
o, 3,7, va do vay giao cua chiing, V', 1a nhom con ctia Sym({ay, ag, as, as})
gitt c6 dinh a, 3, .

Bo dé 4.7. Truong bat bién cia GyNV la Fla, ,7]. Vi thé Fla, 8,9 la
mot md rong Galois trén F vdi nhom Galois Gy/GyNV.

Chitng minh. Phan tich ¢ trén chi ra rdng nhom con clia Gy gom cac
phan ti ¢6 dinh Fla,3,7] 1a Gy NV, do d6 ES" = F[a, 3,7] theo dinh
Iy c6 ban clia Ly thuyét Galois. Cac phat bicu con lai duge suy ra tit
dinh 1y co ban bing viéc sit dung tinh chat V' 1a chuan tic.

E
GfﬂV

Fla, 3,9]

Gf/GfﬂV

F
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[]

Dat M = Flo, 8,7], va g(X) = (X —a)(X — 8)(X —v) € M[X]- n6 dugc
goi 1a giai thitc bac ba! ciia f. Moi hoén vi clia cac o; (tiic 1a moi phan
tit clia Gf) chi don thuan hoan vi «, 8,7, va do vay gitt ¢6 dinh g(X).
Nhu vay (theo dinh Iy co ban) thi g(X) c6 cac hé s6 trong F. Cu thé, ta
c6 bo dé sau:

B6 dé 4.8. Gidi thic bac ba cia f=X*+bX3 +cX?2+dX +e la
g=X3—cX?+ (bd — 4e)X = b%e + 4ce — d*.

Biét thic cua f va g bang nhau.

Phdc thdo chitng minh. Khai trién f = (X —a1)(X —ag)(X — a3)(X — ay)

dé biéu dién b, ¢, d, e qua oy, ag, a3, ay. Khai trién g = (X —a)(X —3)(X —7)

dé bieu dién cac hé s6 clia g qua ag, as, a3, ay, va thay vao dé bieu dién
ching qua b, ¢, d, e. ]

Bay gio xét f 1a mot da thitc bac bon bat kha quy va tach duge. Khi
d6 G = Gy 1a mot nhom con truyén dan ctia Sy ¢6 bac chia hét cho 4. Ta
c6 cac kha nang sau day:

G | (GNV:1) | (G:VNG)
Sy | 4 6
Ag | 4 3

1)Y= |FE: M
A : @AV 1) = (B2 M
Cy | 2 2

Cac nhom dang Dy 1a cac 2-nhém Sylow duge thao luan & trén, va
cac nhém dang Cy4 la cdc nhom sinh bdi cac xich do dai 4.

C6 thé tinh (G : VNG) tit gidi thite bac ba g béi vi G/VNG = Gal(M/F)
va M la truong phan ra ciia g. Mot khi biét (G : VN G), ta c6 thé suy ra
G trit truong hop gia tri d6 bang 2. Néu [M : F] =2, thi GNV =V hoic
Cy. Chi ¢6 duy nhat nhém dau tién tdc dong truyén dan leén cac nghiém
clia f, va do vay (tir 4.4) ta thay rang trong truong hgp nay G = Dy hodc
Cy dua theo f bat kh& quy hay khong trong M[X].

Lresolvent cubic
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Vi du 4.9. Xét f(X) = X* —4X +2 € Q[X]. N6 la da thiic bat kha
quy theo tiéu chuan Fisenstein (1.16), va gidi thitc bac ba ciia né la
g(X) = X3 —8X + 16, bat khd quy bdi vi né khong cé nghiém trong Fs.
Biét thic ciua g(X) la —4864 khong phdi la mot binh phuong, va do vay
nhom Galois cia g(X) la S3. Tu bing, ta thay rang nhém Galois ciia
f(X) la Sy.

Vidu 4.10. Xét f(X) = X*+4X +2 € Q[X]. N6 la bat khd quy theo tiéu
chudn Eisenstein (1.16), va gidi thiic bac ba ciia né la (X — 4)(X? —8);
do vay M = Q[v2]. Tu bang da lap ta thay ring Gy c¢6 dang Dy hodc Cy,
nhung f tach ra trén M (tham chi nhu moét da thiic cia X?), va do vay
Gy co dang Cy.

Vidu 4.11. Xét f(X) = X* —10X?+4 € Q[X]. Da thic nay bat khd quy
trong Q[X] bdi vi né bat khd quy trong Z[X). Gidi thic bac ba cia nd la
(X +10)(X —4)(X +4), va do vay Gy c6 dang V.

Vi du 4.12. Xét f(X) = X*—2 e Q[X]. N6 bat kha quy theo tiéu chudan
Fisenstein (1.16), va gidi thiic bc ba cia né la g(X) = X3 +8X. Do vay,
M = Q[iv2]. Ta c6 thé kiém tra riang f bat khd quy trén M, va Gy co
dang Dy.

Nhu ta da gidi thich trong 1.29, PARI biét lam thé nao dé phan tich
da thtc trong Q[X].

Vidu 4.13. (Tw trang web: sci.math.research, tim kiém “final analysis”)
Xét f(X) = X* —2cX? — dX? + 2cdX — dc? € Z[X] vdia > 0,b > 0,c >
0,a >bvad=a®>—0b*. Chor=d/c* va cho w la s6 thuc duong duy nhat
ma r = w3/ (w?+4). Cho m la s6 cic nghieém cia f(X) trong Z (tinh cd
boi). Nhom Galois cia f tinh nhu sau:

e Néum =0 va w khong hiu ty, thi G la nhém Sy.
e Néum =1 va w khong hiu ty, thh G la nhém Ss.
o Néu w hiu tyj va w?+ 4 khong la mot binh phuong thi G = Dy.

Néu w hitu tyj va w? + 4 la mot binh phuong thy G =V = Cy x Cs.

Day la tat cd cac truong hop can xét. Phan khé la chitng minh ring
truomng hop m = 2 khong bao gio xdy ra.
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4.5. Vi du vé cac da thitc c6 nhém Galois trén Q la Sp

Bo deé sau day cho ta mot tiéu chuan ma mot nhém con ciia Sy la toan
bo nhom S,,.

Bo dé 4.14. Vdi méi s6 nguyén t6 p, nhom doi wming S, dude sinh bdi
mot p-zich va mot phép thé so cap.

Chaing minh. Sau khi danh s6 lai néu can, c6 thé gia st phép thé so cap
1a 7 = (12), va ¢6 thé viét p-xich ¢ sao cho 1 xuat hién tai vi tri dau tién,
o = (lig...ip). Mot lity thita nao do ciia o sé anh xa 1 thanh 2 va n6 van
sé 1a mot p-xich (6 day ta da st dung viéc p 1d mot s6 nguyen t6). Sau
khi thay o bdi liy thita do6, ta ¢6 o = (12j3...j,) va sau khi danh s6 lai
mot lan nita, ta c6 o = (123...p). Bay gio

(ii+1)=0"(12)07 "

(xem GT 4.29) va do vay phép thé nay ndm trong nhém con sinh béi o
va 7. Nhitng phép thé so cap nay sinh ra S,. O

Ménh dé 4.15. Cho f la mot da thic bat khd quy bac p nguyén to
trong Q[X]. Néu f ché ra trong C va cé ding hai nghiém khong thc thi
Gr=5p.

Chiing minh. Goi E la truong phan ra cta f trong C, a € F 1la mot
nghiém cta f. Do f bat kha quy, [Qla] : Q] = deg f = p nén p|[E : Q] =
(G :1). Suy ra G5 chita mot phan tit cap p (Dinh ly Cauchy, GT 4.13),
nhung cac phan ti cap p trong S, phai la cac p-xich (6 day ta lai dung
p 14 mot s6 nguyen t6 1an nita).

Xét o 1a mot lien hgp phic trén C. Khi d6 ¢ hoan do6i hai nghiem
khong thuc ctia f(X) va ¢d dinh moi phan tt con lai. Do d6 Gy C Sp va
chita mot chuyen vi va mot p-xich. No6i cach khac G = 5p. [

Phan con lai 1a xay dung cic da thic théoa man cac diéu kién clia
ménh dé trén.

Vi du 4.16. Cho p > 5 la mot s6 nguyén to6. Chon mot so nguyén chdn
m va cdc $6 chan
ny <ng <--- < nNp_yg,
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diit
9(X) = (X* +m)(X —m) - (X —ny2).

Do thi ctia g cit truc Oz tai cdc cdc diém nq, . .. ,Mp—2, V& no khong cé
cuc dai, cuc tiéu dia phuong tai bat ky diém nao trong nhing diém nay
(vi n; la cdc nghiem don). Do vay e = ming ) |g(z)| > 0, va ta c6 thé
chon mot s6 nguyén 1é n théa man 2 < e.

Xeét

Vi 2 <e, do thi ciia f cting cdt truc Oz tai ding p—2 diém, va do vay
f ¢6 ding hai nghiém khong thuc. Mdt khdc, khi ta viét

nf(X)=nX? 4 a X1 + -+ ayp,

thi a; la cdc s6 chdn va a, khong chia hét cho 4. Theo tieu chuan Eisen-
stein, ta két luan f bat khd quy. Trén R, f c¢6 p — 2 nhan té tuyén tinh
v mot nhan ti bac hai, va né ché ra trén C. Vay nén, ménh dé trén dp
dung dugc cho f. >

Vi du 4.17. Khong nén nghi rang dé c6 nhém Galois S,, mot da thitc
phdi cé ding hai nghiém khong thuc. Vi du, da thic X5 —5X3 +4X — 1
c6 nhém Galois Sy nhung tat cd cdac nghiém cia né deu thuc.

4.6. Truong htru han

Ky hieu F, = Z/pZ la trudng c6 p phan tit. Nhu chu § trong tiét 1, moi
truong E diic s6 p chita mot ban sao ctia Fy, {m.1g | m € Z}. Khong ¢6
trd ngai gl khi ta dong nhat F, v6i mot nhom con ctia E.

Gia stt £ 1a mot trudng bac n trén F,. Khi d6 E ¢6 ¢ = p™ phan ti,
va do vay EX 13 mot nhém cé cap g — 1. Vi vay cic phan tit khéc 0 ciia
E 1a cac nghiem ctia X971 — 1, va tat cad cac phan tt ctia E (bao gom 0)
13 cic nghiem clia X? — X. Vi thé E 1a mot truong phan ra cia X9 — X,
va bat ky hai truong véi ¢ phan tit déu déng cau véi nhau.

Meénh dé 4.18. Moi md rong cia mot truong hdu han la md rong don.

2Néu m di 16n, thi g(X) — 2 sé c6 dung hai nghiem khong thuc, nghia la ta c6 thé 1y n = 1,
nhung chitng minh kha dai (xem Jacobson 1964, p 107) Cac suy luan ngin hon trong gido trinh
dugce ggi ¥ cho t6i bsi Martin Ward.
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Ching minh. Xét E D F. Nhém E* la mét nhéom hitu han cac nhom
nhan cia mot truong, va do vay 1a nhom xyclic (xem Bai tap 1-3). Néu
¢ sinh ra £* nhu la mot nhém nhan, thi r6 rang F = F[(]. []

Bay gio, cho F la truong phan ra cua f(X) = X7 — X, ¢ = p". Dao
ham f/(X) = —1, nguyén t6 cung nhau véi f(X) (thyc té 1a v6i moi da
thic), va do vay f(X) c¢6 ¢ nghiém phan biét trong E. Goi S la tap céc
nghiém ctia né, S hién nhién déng duéi phép nhan va phép lay nghich
ddo, nhung né ciing déng dudi phép trit: néu a? = a va b? = b, thi

(a—b)=al—0=a—0.
Vi thé S 1a mot trudng, va do vay S = E. Néi rieng, F c6 p™ phan ti.

Meénh dé 4.19. Vgi méi liy thia g = p*, ton tai mot truong F, vdi q
phan t. D6 la truong phan ri cia X7 — X, va hai truong bat ky nhu thé
nhu ddng cau véi nhau. Hon nita, F, la mot md rong Galois trén F, vdi
nhom Galois wyclic sinh bdi tu dang cdu Frobenius o(a) = aP.

Chaing minh. Chi ¢6 khang dinh cudi can chiing minh. Truong F, Galois
trén [F), béi vi no 1a truong phan ra ciia mot da thitc tach duge. Ta cha y
trong 1.4 rang 2 % 2P 13 mot tu dang cau ctia F,. Mot phan tit a ctia F,
¢6 dinh bdi o néu va chi néu o = a, nhung F, gom chinh xac hai phan
tt nhu vay, va do vay truong ¢6 dinh ctia (o) 1a F,,. Diéu nay chiing minh
rang F, Galois tren F, va (o) = Gal(F,/F,). O

Hé qua 4.20. Cho E la mot truong p" phan ti. Véi méi udc duong m
cia n, E chita ding mot truong con cé p™ phan ti.

Chiing minh. Ta biét raing E Galois trén F, va Gal(E/F,) 1a nhom xyclic
bac n sinh béi . Nhém (o) ¢6 mot nhém con bac n/m v6i mdi m chia
hét n, cu thé la (e™), va do d6 E c6 ding mot trudng con bac m trén [,
véi mdi uéc m cia n, cu thé la truong E7"). Vi ¢6 bac m trén F,, nén
E™) ¢6 p™ phan ti. O

Heé qua 4.21. Moéi da thic don khdi bat kha quy f bac dn trong F,[X]
zudt hién ding mot lan nhu la mot nhan ti cia XP" — X; do vy, bac
clia truong phan ra cia f nhé hon hodc bang d.

Chiing minh. Trudc hét, cAc nhan ti ctia X?" — X khéac nhau vi n6 khong
c6 nhan tit chung véi dao ham ctia n6. Néu f(X) bat kha quy bac d, thi
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f(X) c6 mot nghiém trong mot truong bac d trén F,. Nhung truong phan
ra ctia XP" — X chita mot ban sao clia mdi trudng bac d trén F, khi d|n.
Vi vay mot nghiém nao dé clia X?" — X ciing 1a nghiém clia f(X), va vi
thé f(X)|X?" — X. N6i rieng, f chia hét X?" — X, va do vay n6 ché ra
trong truong phan ra bac d ctia né trén F,. ]

Meénh dé 4.22. Cho F la mot bao dong dai s6 cia F,. Khi do F chia
ding mot truong Fpn vdi méi s6 nguyén n > 1, va Fypn chita cdc nghiém
ctia XP" — X. Hon nita,

Fpm C Fprn <= m|n.

Tap sdap thit tu cuc bo cdc truong con hiu han cia F dcfng cau vdi tap
cac 56 nguyén n > 1, dugc sdp thit tu cuc bo bdi tinh chia hét.

Chitng minh. Hién nhién tit he qua trén. ]
Ménh dé 4.23. Truong F, c6 mot bao déng dai so trén F.

Chatng minh. Chon mot day cic s6 nguyén 1 =n; < ng < nz < ... thoa
man n;|n;;1 v6i moi i, vA moi s6 nguyén n chia hét mot trong cac sb
ni. Vi du, cho n; = il. Xay dung cac truong ., bang quy nap nhu
sau: Fym = Fp; Fpi 12 trudng phan ra chia XP™ — X trén Fpnoo. Khi d6
Fyi € Fpre C ..., va ta dinh nghia F = UFpn., 1a hop ctia mot chudi cac
truong dai s6 trén [, vi vay noé lai la mot truong dai s6 tren F,. Hon
nita, moi da thiic trong F,[X] ché ra trong F, va vi thé n6 lai 1a mot bao
déng dai s6 cia F(theo 1.44). O

Nhan xét 4.24. Do cdc tap Fy» khong phdi la cac tap con cia mot tap
co dinh nén ta can gidi thich viéc lay hop ciia ching mot cach hop .
Xdc dinh S la hop r0i cia Fye. Vi a,b € S, thiét lap a ~ b néu a = b
trong mot trong cdc Fyn. Thé thi ~ la mot quan hé tuong duong, va ta
choF =5/ ~.

PARI phan tich cdc da thiic modulo p rat nhanh. Nhic lai rang cau
lenh 1a factormod(f(X),p). Vi du, dé dat dudc danh sich tat ci cac
da thitc monic bac 1,2, hay 4 tren Fs, héi PARI dé phan tich X% — X
modulo 5 (chi § rang 625 = 5% ).

aside Trong mot trong nhitng bai bao hiém hoi duge xuat ban khi con
song, Galois da dua ra dinh nghia céc truong hitu han c6 bac 1a liiy thita
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mot s6 nguyén té bat ky va thiét 1ap cac tinh chat co ban ciia ching,
vi dy, su ton tai ctia phan tif nguyén thiy (Notices AMS, Feb. 2003, p.
198). Vi Iy do d6 nén cac trusng hitu han thudng duge goi la trudng
Galois va cac truong c6 ¢ phan tit thuong duge ky hieu 1a GF(q). aside

4.7. Tinh nhém Galois trén trucng Q

Trong phan con lai ctia chuong nay, to6i sé phac thdo mot phuong phap
thyc tién dé tinh cac nhém Galois trén Q va cac truong tuong ti. Nhéc
lai ring ddi véi mot da thic tach duge f € F[X], Fy ky hiéu mot
truong phan ra cia f, va Gy = Gal(Fy/F) la nhom Galois cta f. Hon
nita, Gy hoan vi cdc nghiém aq,a9,... clia f trong Fy:

G C Sym{ag,ae,...}.
Két qua dau tien duéi day tong quat Menh dé 4.4.

Meénh dé 4.25. Cho f(X) la mot da thic trong F[X] chi cé cdc nghiém
don. Gid su cac quy dao cia Gy tdc dong lén cdic nghiém cia f co tuong
ing mi,...,m, phan ti. Khi dé f cé phan tich: f = fi--- f. & dé f; bat
kha quy bac m;.

Chiing minh. Cé thé gia thiét ring f don khéi. Ky hieu aq, ..., am, m =
deg(f), la cac nghiém cua f(X) trong Fy. Cac nhan tit don khdi ctia f(X)

trong F[X] tuong ting v6i cac tap con S ctua {ai,...,an},
Sofs=[]xX-a),
acs

va fg duge git ¢d dinh dudi tac dong ctia nhom Gy (va do vay c6 he sb
trong F) néu va chi néu S 6n dinh dudi tac dong ctia G 4. Do d6 cdc nhan
tit bat kha quy ctia f trong F[X] la cac da thiic fg tuong ting v6i cac tap
con bé nhat S ctia {a1,...,,} on dinh dudi tdc dong ciia Gy, nhung dé
thay cac tap con nay chinh la cic quy dao ciia Gy trong {a1,..., oy} O

Nhan xét 4.26. Ching minh trén chi ra ring néu {o,...,an} =JO;
la phan tich cua {a1,..., oy} thanh hop roi cdc quy dao cia nhom Gy,

thi
r=11# fi=J[x-a

a; €0;
la phan tich ciia f thanh tich cdc da thic bat kha quy trong F[X].
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Bay gio, gia st F httu han, ¢6 p" phan tit. Thé thi G; la nhom xyclic
sinh béi cac dong cau Frobenius o: z — zP" . Khi xem ¢ nhu 1a mot phép
thé hoan vi cac nghiém clia f thi cdc qui dao phan biét clia o tuong ting
v6i cac nhan tit trong khai trién dang xich ctia n6 (GT 4.26). Vi vay, néu
bac clia cic nhan tit bat kha quy phan biét ctia f 1a mq,...,m,, thi o co
kiéu xich

my1+ -+ m, =deg f.

Bé dé 4.27. Cho R la vanh nhan tit héa vdi truong cic thuong F, va
f la mot da thic don khdi trong F[X]. Cho P la mot ideal nguyén to
cia R, va f la dnh cia f trong (R/P)[X]. Gid st rang f va f déu khong
c6 nghiem boi. Khi dé cac nghiém o, ..., an clia f nam trong mot md
rong httu han R’ cia R, va cdc rit gon a; modulo PR’ la cdac nghiém cia
f. Hon nia Gy C Gy khi cd hai duge dong nhat vdi cdc nhém con cia
Sym{ai,...,a,} = Sym{at,...,@n}.

Ching minh. B6 qua - xem van der Waerden, Modern Algebra, I, 61
(second edition). Chiing minh ¢6 st dung mot s kién thitc dai s6 giao
hoan, xem math.stackexchange.com, question 111850. O

Két hop cac két qua nay, ta thu duge duge dinh 1y sau.

Dinh 1y 4.28 (Dedekind). Cho f(X) € Z[X] la da thic don khdi bac m,
va p la mot so nguyén to théa man f mod p cé cdc nghiem don (tuong
duong vdi D(f) khong chia hét cho p). Gid sit f =[] fi vdi f; bat khd quy
bac m; trong IF,[X]. Khi dé Gy chiia mot phan ti cé kiéu zich dang

m=mi+---+m,.
Vi du 4.29. Xét X° — X — 1. Modulo 2, né phan tich thanh
(X2 + X +1)(X3+ X2 4+1),

va modulo 3 né bat khd quy. Vi vay Gy chia (ik)(Imn) va (12345), va do
vay ((ik)(Imn))3 = (ik). Nén Gy = Ss bdi 4.14.

Bo dé 4.30. Néu H C S, la mot nhém con truyén dan chia mot phép
thé so cap va mot (n — 1)-zich thy H = S,,.

(@)Y

Chitng minh. Sau khi danh s6 lai, c6 thé gia st rang (n — 1)-xich d6 la
(123...n—1). Do tinh truyén dan, phép thé so cap c6 thé duge bién doi
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thanh (in), v6i 1 <i <n — 1. Lién hgp (in) bdi (123...n — 1) va cac lay
thita cia n6 sé thu duge (1n), (2n), ..., (n — 1n) va cac phan tit nay hién
nhién sinh ra S,. []

Vi du 4.31. Chon cic da thiic don khdi, tach dugc bac n, fi, fo, f3 v0i
hé so trong Z sao cho:

(a) f1 bat khd quy modulo 2.
(b) fa= (bac 1)(bat khd quy bac n — 1) modulo 3.

(c) f3 = (bat khd quy bac 2)(tich ciia 1 hodc 2 cac da thiic bat khd quy
bac lé) modulo 5.

Dat
f=—15f1 +10f2 + 63,

thi ta co
(i) Gy truyén dan (né chita mot n-zich bdi vi f = fi mod 2)
(ii) Gy chita mot wich do dain —1 (bdi vi f = fo mod 3.)

(i) Gy chita mot phép thé so cap (bdi vi f = fo mod 5, va do viy né
chita tich ciia mot phép thé so cap vdi mot phan ti bac Ié giao hodn
vdi no; sau khi nang lén lay thua Ié thich hop, chi con lai mot phép
thé so cap. Do dé Gy la Sy,

Két qua tren cho ta mot phuong cach dé tinh nhém Galois ciia mot
da thic bat khd quy f € Q[X] nhu sau. Phan tich f modulo mot day
cac s6 nguyen t6 p khong chia hét D(f) dé xac dinh kiéu xich ctia cac
phan ti trong G4 - mot dinh 1y kho trong 1y thuyét sb, la tinh hieu qua
ctia dinh 1y phan bé Chebotarev, néi rang néu mot kiéu xich xuat hien
trong G, thi né sé duge tim thay bang cach lay modulo mot tap céc so
nguyén t6 c6 mat do duong, va né sé xuat hien doéi véi maot sd nguyen to
nho6 hon mot chan nao d6. Bay gio nhin vio bang cdc nhém con truyen
dan ctia S,, ¢6 bac chia hét cho n va céc kiéu xich ciia ching. Néu diéu
nay khong du dé xac dinh nhom, thi phai tim hiéu tac dong ctia no len
tap cac tap con cta r nghiém véi r nao do.

Xem Butler va McKay, The transitive groups of degree up to eleven,
Comm. Algebra 11 (1983), 863-911. Trong d6 c6 liet ké tat ca cdc nhom
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con truyen dan ctia S, n < 11, vi dua ra cac kiéu xich ctia cac phan ti
cua ching va do dai quy dao ctia cac nhom con tac dong lén cac r-tap
cac nghiem. Trit mot s6 it ngoai lé, cac bat bién nay du dé xac dinh
nhoém con sai khac ding cau.

PARI c¢6 thé tinh cdc nhém Galois ciia cédc da thic bac < 11
tren Q. Cu phap la polgalois(f) vdi f la mot da thic bat kha
quy bac < 11 (hay < 7 phu thudc vao thiét 1ap cta ban), va dau
ra l1a (n,s,k, tén) v6i n la bac cta nhéom, s la tén nhém. Vi duy,
polgalois(X~5-5X"3+4*X-1) (xem 4.17) trd vé nhém doi xing Ss, ¢6
bac 120, polgalois(X~11-5%X"3+4*X-1) tra vé nhom déi xing S;1, bac
39916800, va polgalois (X~12-5%X~3+4*X-1) tra veé 16i. Ban doc c6 thé
ding PARI dé kiém tra vi du 4.9-4.12.

Xem thém Soicher and McKay, Computing Galois groups over the
rationals, J. Number Theory, 20 (1985) 273-281.

4.8. Bai tap

4-1 Tim truong phan rd cia X™ —1 € F,[X].
4-2 Tim truong phan ra clia X4 —2X3 —8X — 3 trén Q.
4-3 Tim bac clia truong phan ra ciia X8 — 2 trén Q.

4-4 Cho mot vi du moét md rong truong E/F bac 4 sao cho khong co
truong M v6i F C M C E,[M : F] = 2.

4-5 Liet ké tat ca cac da thic bat kha quy bac 3 trén F; trong 10 giay
ho#c 1t hon (c6 tat ca 112).

4-6 Mot cau héi hai ndo ma it hoc vién cao hoc biét lam thé nao dé
tiép can van de la xac dinh cdc nhém Galois ctia

X0+ oX% 43X 4 5X2 46X +7
" [trén Q).

(a) Ban c6 thé tim dugc n6 ?
(b) Ban c¢6 thé tim n6 ma khong st dung lénh "polgalois" trong
PARI ?

4-7 Cho f(X) = X°+aX +b,a,b € Q. Chiing minh réing G; ~ D5 (nhom
nhi dién) néu va chi néu
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(a) f(X) bat kh& quy trén Q[X], va
(b) Biet thic D(f) = 4*a® + 550* ctia f(X) 1a mot binh phuong, va
(¢) Phuong trinh f(X) = 0 giai duge bang can thic.

4-8 Chting minh rang mot da thic f bac n = Hle pi* bat kha quy tren
F,, néu va chi néu ged(f(z), 27" — z) = 1 v6i moi i.

4-9 Cho f(X) la mot da thic bat kha quy trong Q[X] c¢6 c& nghiem
thuc va nghiém do. Chiing minh rang nhém Galois ctia n6 khong
abel. C6 thé bo di diéu kien f bat kha quy khong ?

4-10 Cho F 1a mé rong Galois ctia Q, va cho o 1a mot phan tit ctia F sao
cho aF*? khong c¢6 dinh bdi tac dong ctia Gal(F/Q) trén F*/F*2,
Cho a = a1, ...,a, la quy dao clia o dudi tac dong cua Gal(F/Q).
Chiing minh:

(a) Fl\/aq,...,\/an]/F Galois v6i nhém Galois giao hoan chia
trong (Z/27,)".

(b) Fly/ar1,...,/a,]/Q Galois v6i nhom Galois khong giao hoan
chita trong (Z/27)" x Gal(F/Q). (Cf. mol 13794.)



CHUONG D

Ung dung ctia Ly thuyét Galois

Trong chuong nay, ta ap dung dinh 1y co ban ctia Ly thuyét Galois dé
dat dugc cac két qua khac vé da thitc va cic md rong truong.

5.1. Dinh ly phan tit nguyén thuy

Nhéc lai ring mot md rong hitu han ctia truong E/F 1a don néu

E = F[a] v6i mot s6 phan tt o nao d6 trong E. Phan tit o nhu vay
dugc goi 1a phan ti& nguyén thity ciia E. Ta sé chitng minh ring (it
nhéat) moi cdc md rong tach duge c¢6 cac phan tit nguyén thiy.

Xét vi du Q[v2,v3]/Q. Ta biét rang (xem Bai tap 3-3) nhém Galois
cua noé trén Q la mot 4-nhém (o, 7), véi
oV2 =2 V2 =2
V3 =v3 |3 =3
Cha ¥ rang
(V2 +3) = —V2 + V3,
T(V2+V3) =v2 -3,
(o7)(V2+V3) = —vV2 - V3,
Tat ca ching déu khac v/2++/3, va do vay chi ¢6 duy nhat phan tit dong

nhat ctia Gal(Q[v2,v/3]/Q) ¢ dinh cac phan tit cia Q[v2 + v/3]. Theo
dinh 1y co ban, suy ra v/2 + v/3 1a mot phan tit nguyén thiy:

Q[v2,V3] = Q[v2+ V3.
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Ro rang lap luan nay cé thé st dung trong trusng hgp tong quét hon.
Nhéc lai rang mot phan tit o dai s6 trén mot truong F 1a tach duge
tren F néu da thic téi tiéu clia n6 tren F khong cé nghiem bai.

Dinh 1y 5.1. Cho E = Flay,...,a,] la mot md rong hidu han cia F, va
gid st rang as, . .., a. tach duge trén F (nhung a1 khong nhat thiét tach
dugc). Khi dé ton tai mot phan tii v € E théa man E = F[y).

Chitng minh. D6i v6i cac truong hitu han, ta da ching minh khang dinh
nay trong 4.18. Vi thé c6 thé gia sit ring truong F vo han. Chi can chiing
minh khéng dinh ding cho r = 2, vi tit d6 suy ra

Flai,as,...,00] = Fla],a3,...,00] = Flof, a4, ..., 0] = ...

Do d6 xét E = Fla, f] v61 5 tach duge trén F. Ky hiéu f va g la cac da
thiic t6i tiéu clia « va § trén F, L 1a mot truong phan ra ciia fg chita E.
Ky hiéu a1 = «,...,as la cac nghiém ctua f trong L va 81 = 3, 5o, ..., [
la céc nghiém cta g. V6i moi j # 1, 8; # 3, phuong trinh

a;i+ XB; = a+ X8,

c6 nghiém duy nhat X = ol Néu chon mot phan tit ¢ € F khac céac

nghiém nay (vi F vo han), thi
a; +cfj #a+cf trit khii =1 = j.
bat v = a + ¢5. Ta ching sé chiing minh
Fla, 5] = Fl].

Cac da thiic g(X) va f(y —cX) c6 cac he s6 trong F[y], vA nhan 8 14 mot
nghiém:

9(B) =0, fly—cB)=fla)=0.
Thuc ra § 1 nghiém chung duy nhat ctia ching vi ta da chon ¢ sao cho
v — ¢fBj # a; ngoal trit trudng hop i = 1 = j. Vi thé

ged(g(X), f(y —eX)) = X - 3.

O day ta tinh ged trong L[X], nhung né ciing bing ged tinh trong F[y][X]
(Ménh dé 2.10). Vi vay 8 € F[y], va tit d6 suy ra a = vy — ¢ cling nam
trong F[y].Ta c6 diéu phai chitng minh. []
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Nhan xét 5.2. Khi F v0 han thi ching minh trén chi ra ring coé thé
chon v co dang

vy=a1+car+ -+, ¢ €F

Néu Floy, ..., o, Galois trén F, thi mot phan ti nhu vay sé la mot phan
tt nguyén thiy vdi diéu kién né duge di chuyén bdi moi phan ti khong
tam thuong ctia nhom Galois. Nhan xét nay giip ta cé thé dé dang mo
ta cac phan ti nguyén thiy.

Gia thiét ctia ching ta kha it 6i: néu hai trong cic a; khong tach
dudc, thi mé rong khong nhat thiét 14 don. Truée khi dua ra vi du minh
hoa, ta can dén mot két qua khac.

Meénh dé 5.3. Cho E = F[y] la mot md rong dai s6 don cia F. Khi dé
chi ¢6 mot so6 hitu han cdc truong trung gian M,

FCcMCcCE.

Chiing minh. Gid st M 1a mot truong trung gian va g(X) la da thiic toi
tieu ctia v trén M. Ky hieu M’ la trudng con ctia F sinh béi cac hé sb
clia g(X) trén F. R rang M’ € M va g(X) van la da thiic téi ticu ciia v
trén M’ nén
[E: M'] =deg g =[E : M|,

va do vay M = M’; ta vita chiing t6 rang M sinh bdi cac he s6 ctia g(X).

Gia st f(X) 1a da thiic tdi ticu clia v trén F. Khi d6 g(X) chia hét
f(X) trong M[X], va do vay ciing chia hét f(X) trong E[X]. Tu d6, chi
c¢6 htu han cac da thiic g(X), nén c6 hitu han cac truong trung gian
M. ]

Nhan xét 5.4.

(a) Chitng minh trén cho ta mot mé td vé tat cd cac truong trung gian:
moi truong nhu vay dugc sinh trén F bdi cdac hé so cilia nhan ti
g(X) cta f(X) trong E[X]. Cdc hé 56 ciia g(X) la cic da thic doi
zing clia mot so cac nghiém cia f(X) (bdi mot so nghiém co dinh,
khong nhat thiét toan b, ciia cdc hodn vi cia cdc nghiém,).

(b) Ménh dé cé phat biéu nghich ddo: néu E la mot md rong hiu han
cua F va chi co hiu han cdc truong trung gian M, F C M C E, thi
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E la mot md rong don cia F. Két qud nay cho ta mot chiing minh
khac ciua Dinh ly 5.1 trong truong hop E tach duogc trén F, boi vi Ly
thuyét Galois chi ra ring cé hitu han cdc truong trung gian trong
truong hop nay (ngay ca bao dong Galois cia E trén F chi cé hiu
han cdc truong trung gian).
Vi du 5.5. Md rong dai s6 khong don don gidn nhat la k(X,Y) D
k(XP YP), ¢ dé k la mot truong dong dai so dic s6 p. Dt F = k(XP,YP).
V6 moi c € k, ta co

K(X,Y) = F[X,Y] > F[X +¢Y] > F
vdi bac cia moi md rong bang p. Néu
FIX+cY]=F[X+Y], c#/,

thy F[X +¢Y] sé chita cd X va Y, diéu nay khong thé zdy ra vi [k(X,Y) :
F] =p?. Do dé c6 vo han cdc truong trung gian phan biét.!

Cting co thé nhan zét rang bac cia k(X,Y) trén k(XP,YP) la p?, nhung
néu a € k(X,Y), thi o € k(XP,YP), va do vay a sinh ra mot truong bac
khong qua p trén k(XP YP).

5.2. Dinh Iy co ban ciia Dai S6

Trong chuong nay ching ta chiing minh dinh 1y co ban ctia dai 6.

Dinh ly 5.6. Truong s6 phic C la truong déng dai so.

Chiing minh. Ta xac dinh C 1a truong phan ra cia X2+ 1 trén R, va ky

hiéu i 14 mot nghiém ctia X2 + 1 = 0 trong C. Do vay C = R[i]. Ta phai

chiing minh rang (xem 1.44) moi f(X) € R[X] ¢6 mot nghiem trong C.
Ta thita nhan hai két qua ve R:

!Zariski chitng minh ring cé c& mot trudng trung gian M khong ddng ciu véi F(X,Y), va Piotr
Blass chting minh trong luan an cta ong (University of Michigan 1977), sit dung k§ thuat hinh hoc
dai s6, chitng minh ring c6 mot diy vo han cic trudng trung gian doi mot khong déng cau.

2Vi n6 khong hén chi 1a mot dinh 1y trong dai s6: N6 1a mot phét bidu vé R cac xay dung clia
né la mot phan ciia gidi tich (hodc cé thé té po). Thuc té, toi thich ching minh dya trén Dinh 1y
ctia Liouville trong giai tich phitc hon chimg minh dai sé dua ra trong ban thao nay: néu f(z) la
mot da thic khong cé nghiém trong C, thi f(z)_1 sé bi chiin va chinh hinh trén toan bo mit phing
phiic, va do vay (béi Liouville) né la hing s6. Dinh 1y co ban ting la mot dinh 1y kha khé chiing
minh. Gauss dua ra mot chitng minh trong luan an Tién i cia minh ndm 1816. Nhiing lap luan
tao nha dugc dua ra ¢ day 1a mot sy don gian héa cac ching minh truée dé béi Emil Artin (xem
Artin, E., Algebraische Konstruction reeller Korper, Hamb. Abh., Bd. 5 (1926), 85-90; translation
available in Artin, Emil. Exposition by Emil Artin: a selection. AMS; LMS 2007).
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¢ Céac s6 thic duong c6 cian bac hai.
{ Moi da thtic bac 1é véi hé s6 thuc c6 mot nghiem thue.

Ca hai déu 1a hé qua truc tiép ctia Dinh 1y gia tri trung binh, phat biéu
rang mot ham lién tuc trén mot khoang déng sé nhan moi gia tri gita
gia tri 16n nhat va nhé nhat (ké ca hai gia tri nay). (Ve truc giac, dicu
nay néi rang, khong gidng nhu cac s6 hitu ty, truc sd thiyc khong c6 cac
"5 thiing".)

Trude hét ta chi ra rang moi phan tit ctia C c6 mot can bac hai. Viét
o =a+ bi, v6i a,b € R, va chon ¢, d 1a cac s6 thyc ma

o (a+Va2+1?) e (—a+Va® +1b?)

- 2 2

Khi d6 ¢? — d? = a va (2cd)? = b?. Néu chon dau ctia ¢ va d sao cho cd c6
ctiing dau véi dau ctia b, thi (c+di)? = a va ¢+ di 1a mot can bac hai cla
a.

Gia st f(X) € R[X], va £ 1a mot truong phan ra cta f(X)(X?2 +1).
Ta phéi chitng minh rang £ = C. Vi R ¢6 déic s6 0 nén da thitc trén tach
dugce, va E Galois trén R. Ky hiéu G 1a nhom Galois cia mé rong do, va
H la mot 2-nhém con Sylow cia G.

Diat M = EH. Thé thi M c6 bac (G: H) tréen R, va d6 1a mot s6 1é.
Do d6 da thiic téi tiéu trén R ctia moi a € M déu c6 bac 1é (it tinh chat
nhan ctia bac 1.20), va n6é ¢c6 mot nghiém thye. Bdi vay da thiic t6i tiéu
c6 bac 1, va a € R. Nhuvay M =R va G = H.

Ta biét rang Gal(E£/C) la mot 2-nhém. Néu né # 1, thi phai c6 mot
nhém con N chi s6 2 (GT 4.17). Truong EV c6 bac 2 trén C (xem 3.24),
va do d6 no sinh bdi cac cin bac hai clia cdc phan tit trong C, nhung
ta vita thay rang cic cin bac hai d6 nam trong C. Vi thé EY = C, mau
thuan. Do vay Gal(E/C) =1 va E = C. ]

Hé qua 5.7.
(a) Truong C la bao déng dai s6 ciia R.
(b) Tap hop tat cd cic so6 dai s6 la mot bao dong dai s6 cia Q.

Chitng minh. Phan (a) la hién nhién tit dinh nghia ctia "bao déng dai
s6" (1.43), va (b) suy ra rit Ménh dé 1.46. O
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5.3. M3 rong cyclotomic

Mot can bac n nguyén thiy cia 1 trong F 1a mot phan tit cap n
trong F*. Mot phan tit nhu vay chi ¢6 thé ton tai khi F c6 diic s6 0
hoac dic s6 p khong chia hét n.

Meénh dé 5.8. Cho F la mot truonmg dac s6 0 hodc ddc s6 p khong chia
hét n. Goi E la truong phan ri cia X" — 1.

(a) Ton tai mot can bac n nguyén thiy cia 1 trong E.
(b) Néu ¢ la mot can bac n nguyén thiy cia 1 trong E, thy E = F[(].

(¢) Truong E Galois trén F; vdi moi o € Gal(E/F), c6 mot i € (Z/nZ)*™
ma o = ¢ vdi moi ¢ vdi (" = 1; dnh za o — [i] la mot don cdiu

Gal(E/F) — (Z/nZ)*.
Chiing minh.

(a) Cac nghiem ctia X™ — 1 déu phan biet vi dao ham ctia n6 la n X!
chi ¢6 nghiem 0 (& day ta dung diéu kién vé dic s6), va do vay E
c6 n can bac n khac nhau ctua 1. Cac can bac n cua 1 tao thanh
mot nhém con hitu han E*| va do vay (xem Bai tap 1-3) ching tao
thanh mot nhém xyclic. Moi phan tit sinh déu c6 bac n, nén né 1
can bac n nguyén thiy cua 1.

(b) Cac nghiém ctia X™ — 1 1a céc liy thita ctia ¢ nén ching déu thuoc

Fc].

(c) M6 rong E/F Galois vi F la truong phan ra cia mot da thic tach
duge. Néu ¢y 1a mot can bac n nguyén thity ctia 1, thi cic can bac
n nguyén thity con lai cia 1 1a ¢} v6i i nguyén t6 cing nhau véi n.
V6i moi tut ding cau o ctia E, o(y lai 13 mot can bac n nguyeén thiy
clia 1, n6 bang ¢} v6i i nao dé nguyeén t6 ciing nhau véi n, va anh xa
o — i mod n la don anh béi vi ¢y sinh ra F trén F. N6 hién nhien
1a mot dong cau. Hon nita, véi cac can bac n khac cia 1, ¢ = ¢,

o = (0¢o)" = " = (",
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Anh xa o — [i]: Gal(F[C]/F) — (Z/nZ)* khong nhat thiét phai 1a mot
toan anh. Vi dy, néu F = C, thi anh 1a {1}, va néu F = R, thi hoic la
{[1]} hoac 1a {[-1],[1]}. Mat khéc, khi n = p 13 mot s6 nguyen to, ta da
thay trong 1.41 rang [Q[¢] : Q] = p — 1, va do vay anh xa 1a toan anh.
Bay gio ta ching minh ring anh xa 1a toan anh véi moi n khi F = Q.

Da thitic X — 1 tat nhién c6 mot s6 nhan tit trong Q[X], cu thé la
cac da thiic c6 dang X — 1 v6i mbi d|n. Thuong ctia X™ — 1 cho tat ca
cac nhan tit do6 khi d < n duge goi la da thitc chia duéng tron thwa
n? va ki hieu 1a ®,,. Nhu vay

P, = H(X — () (tich trén tat ca cac can bac n nguyén thiy cta 1).

N6 c6 bac ¢(n), cap clia (Z/nZ)*. Vi moi cian bac n ciia 1 phai 1a mot
can bac d nguyén thiy ciia 1 v6i mot d duy nhat ndo dé chia hét n, ta
thay rang

X" —1=][odx).
dln

Vidy &1(X)=X -1, ®(X) =X +1, d3(X) = X2+ X +1, va

X6 -1

XD e X ) - XL

6(X) =

Diéu nay cho ta mot phuong phéap truy hoi dé tinh dé dang céc da thiic
chia dudng tron. Mot céach khéc 1a sit dung lénh poleyclo(n,X) trong
PARI.

Do X™ —1 ¢6 hé s6 trong Z va 1a mot da thitc don khéi nén moi nhan
tt don khéi ctia n6 trong Q[X] déu c6 he s6 trong Z (xem 1.41). N6i
rieng, cac da thiic chia duong tron ndm trong Z[X].

Bo6 dé 5.9. Cho F la mot truong dac so 0 hodc p khong chia hét n, ¢
la mot can bac n nguyén thuy cua 1 trong mot mad rong truong nao do.
Cdc phat biéu sau day tuong duong:

(a) da thiic ®, bat khd quy;

(b) bac [F[(]: F] = ¢(n);

3cyclotomic = chia dudng tron
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(c) dong cau
Gal(F[¢]/F) = (Z/nZ)",

la mot dang cau.

Chiing minh. Do ¢ 1a mot nghiém clia ®,, nén da thic t6i tiéu ciia ¢ chia
hét ®,. Da thitc d6 bang ®, néu va chi néu [F[(]: F] = ¢(n), diéu nay
diang khi va chi khi phép nhung Gal(F[¢]/F) < (Z/nZ)* 1a anh xa lén.
Néi cach khac né 1a mot dang cau. O

Dinh 1y 5.10. Da thic ®, bat kha quy trong Q[X].

Chitng minh. Cho f(X) la mot nhan tit don khdéi, bat kha quy cta &,
trong Q[X]. Cac nghiém cua no sé la cac can bac n nguyén thuy cua 1,
va ta phai chiing minh ring chting bao gom tat ca cac can bac n nguyén
thiy ctia 1. Dé c6 diéu nay ta can ching minh ring

¢ 14 mot nghiém cua f(X) = ¢' 1a mot nghiém cta f(X) v6i moi i
thoa man ged(i,n) = 1.

Cac s6 i nhu vay 1a tich cac s6 nguyén t6 khong chia hét n, va do vay ta
can ching to

¢ la mot nghiém cua f(X) = (P la mot nghiém cua f(X), v6i moi
s6 nguyéen té p khong chia hét n.

Viét
Py (X) = f(X)g(X).

Meénh dé 1.41 chi ra rang f(X) va g(X) nam trong Z[X]. Gia st ¢ 1a mot
nghiém ciia f, nhung véi v6i mot sd nguyén t6 p nao d6 khong chia hét
n, (P khong 14 mot nghiem ctia f. Thé thi ¢? 14 mot nghiém cua g(X),
g(¢?) =0, va do vay ¢ 1a mot nghiém cta g(XP?). Do f(X) va g(XP) ¢6 mot
nghiém chung, ching phéi c¢6 nhan tit chung khong tam thuong trong
Q[X] (2.10), n6 tu khac nam trong Z[X] (1.14).

Ky hieu h(X) — h(X) cho &nh xa thuong Z[X] — F,[X], va chu ¥
rang, vi f(X) va g(XP?) ¢c6 mot nhan tit chung bac > 1 trong Z[X], nén
f(X) va g(XP) trong F,[X] cling vay. Dinh 1y nhi thiic mod p néi rang

g(X)P =g(X?)
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(nhic lai rang @ = a v6i moi a € F)), va do vay f(X) va g(X) c6 mot
nhan t chung bac > 1 trong F,[X]. Nén X? — 1, khi dugc xem nhu la
mot phan tit ctia Fp[X], c6 nghiem boi, nhung ta da thay trong chiing
minh ctia Ménh dé 5.8 rang diéu d6 khong xay ra. Mau thuan. O

Nhan xét 5.11. Loi gidi nay khd co - theo nghia né cé ti thoi Dedekind
nam 1857 - nhung 4 tudng chinh ciia né gan day trd nén pho bién: ti mot
khang dinh trong ddc s6 0, Tit gon mod p (tai dé khang dinh khong ding
hoan toan), va khai thdc su ton tai cia ty dang ciu Frobenius a — aP dé
dat dugec mot chiing minh cia khagng dinh ban dav. Vi du, dai so giao
hodn dung phuong phdp nay dé ching minh cic két qud ve vanh giao
hodn, va cé cdc dinh lyj vé da tap phic dugc ching minh dau tién bang
cach giam cdc doi tuong vé dic so p.

Ton tai mot moi lien hé dep va bi hiém gita nhiing gi xdy ra trong
ddc 56 0 va ddc s6 p. Vi du, cho f(X1,...,Xn) € Z[X1,...,X,]. Ta c6 thé

(a) zét cic nghiém cia f = 0 trong C, va nhan dugc mot khong gian
topo;
(b) lay rit gon modulo p, va zét cic nghiém cia f =0 trong Fpn.
Gia thuyét Weil (Weil 1949; chiing minh mot phan bdi Grothendieck
nam 1960’s va hoan toan bdi Deligne nam 1973) khang dinh ring cac

s6 Betti ctia khong gian trong (a) diéu khién Iyc lugng ciia cic tap hop
trong (b).

Dinh 1y 5.12. Mot n-gigc déu xday dung duge néu va chi néu n =

261 ... ps Vi p; la cdc so nguyén to Fermat phan biét.

Chitng minh. n-giéc déu c6 thé xay dung dudc néu va chi néu cos 2= (hay
¢ = e*™/") xay dung duge. Ta biét ring Q[¢] Galois trén Q, va do vay
(theo 1.37 va 3.23) ¢ xay dung dugc néu va chi néu [Q[¢] : Q] 1a mot luy
thirta ctia 2. Nhung (xem GT 3.5)

o) =Jw-0p"P7", n=]]p"",
pln

va n6 1a mot liy thita clia 2 néu va chi néu n c6 dang nhu trong dinh ly.
]

Nhan xét 5.13.
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(a) Nhu ta da gidi thiéu trudc day, cac so nguyén to Fermat la s6 nguyén
t6 6 dang 22° + 1. Cdc s6 dang nay nguyén té khi k = 0,1,2,3,4,
nhung nguoi ta khong biét lieu rang con hay khong cdc so nguyén to
Fermat. Do vay bai todan liét ké tat cd cac so n sao cho n-gide déu
zay dung duge van chua duge gidi quyét. Xem Wikipedia (Fermat
number).

(b) Phan cudi ciia Gauss, Disquisitiones Arithmeticae (1801), ¢ tiéu
dé "Equations defining sections of a Circle". Trong dé, Gauss ching
minh rang cdc cin bac n cia 1 tao thanh mot nhom zyclic, X™ — 1
la gidi duge (diéu nay cé tu trude lij thuyét cic nhém abel dugc phdt
trién, va trude Galois), va cic n-gidc déu way dung dugc khi n co
dang trong dinh Iy trén. Ong ciing khang dinh da ching minh duoc
chiéu nguoc lai cia phdat biéu. Diéu nay khién mot s6 ngudi cho
rang ong da dua ra ching minh trén vé tinh bat khd quy cta ®,,
nhung vi thiéu cdc bang chitng nén toi van cho rang dé la cia vdi

Dedekind.

5.4. Dinh ly Dedekind vé tinh doc lap ctia cic dic trung

Dinh 1y 5.14 (Dedekind). Cho F la mot truong, va cho G la mot nhom.
Khi dé moi tap hiu han {x1,...,xm} cic dong cau G — F* déu doc lap
tuyén tinh trén F:

ZaiXi:O (nhuldméthde%F):a1:0,...,am:0.

Chatng minh. Ta sé chiing minh quy nap theo m. V6i m = 1, khang dinh
hién nhién ding. Gia st khang dinh ding v6i m — 1, va gia st doi véi
tap hop {x1,...,xm} cac dong cau G — F* va cic a; € F, thi

aix1(x) + azx2(z) + ... amxm(z) = 0 v6i moi z € G.

Ta phai ching minh rang a; = 0 v6i moi i. Do x; va y2 phan biét, nén
x1(g) # x2(g9) v6i g € G nao d6. Thay = bang gz trong phuong trinh, ta
thay ring

a1x1(9)x1(x) + - + amXm(g)Xm(x) = 0 v6i moi z € G.
Nhan phuong trinh thit nhat véi x1(g) va trit n6é cho phuong trinh thi
hai, ta dat dugc phuong trinh

agx2 + -+ apxm =0, aj = ai(xi(9) — x1(9))-



92 Ung dung cia Ly thuyét Galois

Theo gia thiét quy nap ta c6 a; =0 véii =2,3,.... T xa(g) — x1(9) # 0,
no6 suy rang as = 0, va do vay

aixi+ -+ amxm = 0.
Gia thuyét quy nap bay gid chi ra rang céc a; con lai ciing bang 0. [

Hé qua 5.15. Cho F va E la cdc truong, va oy, ...,om la cic dong cau
phan biet F — E. Khi dé o1,...,0m, doc lap tuyén tinh trén E.

Chatng minh. Ap dung dinh 1y cho y; = oi| F*. o

Hé qua 5.16. Cho E la mot md rong bac m tdach duoc cua F. Goi
a1, ..., la mot co sé cia E trén F, va o1,...,0m la cic F-dong cdau
phan biét tiw E tdi mot truong Q. Khi dé ma tran cé phan ti tai toa do
(i,7) la oy0; la mot ma tran kha nghich.

Chitng minh. Phan ching: néu khong kha nghich thi ton tai ¢; € Q ma
n m

>" cioi(a;) = 0 véi moi j. Nhung anh xa Y ¢io; 1 E — Q 1a F-tuyén tinh,
i=1 1=1

n

va do vay né dan t6i ) ¢ioi(a) = 0 véi moi « € E, mau thuan véi He
i=1

qua 5.15. ]

5.5. Dinh 1y cd s3 chuan tic

Dinh nghia 5.17. Cho F la mot md rong Galois hitu han ctia F v6i
nhom Galois G. Mot ¢o s6 cua F, xem nhu mot F-khong gian vécto duge
goi 14 mot ¢o sé chuan tic néu né gom céc lien hop ctia mot phan ti
cua E.

N6i cach khéc, mot co sé chuan tic 1a mot co sé c¢6 dang
{oa|o e G}
véi a nao do trong E.

Dinh Iy 5.18 (Dinh 1y co sd chuan tac*). Moi md rong Galois déu cé
mot co sé chuan tdc.

“normal basis theorem
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Pai s6 nhém FG ciia G 1a mot F-khong gian vécto véi co s6 1a cac
phan ti ctia G v& véi phép nhan duge théc trién tit phép nhan trong G.
Nhu vay mot phan tit ciia FG 1a mot tong > ap0, ay € F, va

oeG
O as0)() ber) =D () ag,bs,)o

Moi tac dong F-tuyén tinh ctia G lén mot F-khong gian vécto V' deu
théac trién dugc mot cach duy nhat thanh mot tac dong ctia FG len V.

Gia st E/F la mot mé rong Galois v6i nhom Galois G. Khi d6 FE 1a
mot FG-modun, va Dinh 1y 5.18 néi rang ton tai mot phan tt o € E ma

ZCLUUHZGJU@iFG—)E
g

g

1a mot diing cau ctia cac FG-modun. Néi cach khéac E 1a mot FG-modun
tu do hang 1.

Ta dua ra ba chitng minh ctia Dinh 1y 5.18. Chting minh dau tién
gia thiét rang F vo han va ching minh thi hai gid st ring G 1a nhom
xyclic. VI moi mé rong Galois ctia mot truong hitu han déu 1a mé rong
xyclic (4.19) nén hai chiing minh nay pht hét tat ci cac truong hop.
Chitng minh thi ba ap dung cho ca truong hitu han va vé han, nhung
lai diing dén dinh 1y Krull-Schmidt.

Ching minh cho truong vo han

Bo dé 5.19. Cho f € F[X1, - X, va S la mot tap con vo han cia
F. Néu f(ay,...,am) =0 vdi moi ay,...,am € S, thi f la da thic 0 (hay
f =0 trong F[X1,...,Xpn]).

Chitng minh. Ta chitng minh bing quy nap theo m. Véi m = 1, bd dé
phat bicu ring mot da thic mot bién khéc 0 chi ¢6 hitu han nghiem
(xem 1.7). V6i m > 1, viét f nhu 1a mot da thiic theo X,,, v6i cac hé s6
trong F[Xq,..., Xm-1],

F=Y alXi,. . Xmn1)X,
Vé6i moi bo m — 1 phan ti% a1,...,am_1 cla S,

f(ab S 7am717Xm)
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14 mot da thitc theo X,, nhan moi phan ti clia S 1am nghiém. Do d6, mdi

hé s6 clia n6 bang 0: ¢;(a1, ..., an_1) = 0 v6i moi i. Vi diéu nay dung cho
moi (a1, ...,amn_1) nén gia thuyét qui nap chi ra rang ¢;(X1,..., X;m_1) 12
da thuc 0. []

Bay gio ta chitng minh 5.18 trong truong hop F vo han. Danh sb cac
phan tit ctia G 1a oy,..., 0, (Vi 01 = 1).
Gid st f € F[Xy,..., X)) thoa man

flora,...,oma) =0

v6i moi a € E. D6i véi mdi co ¢b ai,...,a, clia E trén F, dat
m m
g1, Ym) = FOQ Viorai, Y Yioaai,...) € E[Yi,..., Yonl.
i=1 i=1

T gia thiét déi véi f, suy ra g(ai,...,a,) =0 véi moi a; € F, va do vay
g =10 (bdi vi F vo han). Nhung do ma tran (o;a;) kha nghich (5.16). ¢
c6 thé nhan duge tit f sau mot phép doi bién tuyén tinh kha nghich, thi
f ¢6 thé thu dugc tit g sau mot phép doi bién tuyén tinh kha nghich. Do
do6 né ciing bang 0.

Viét X; = X(0;), va cho A = (X(0;0;)), tiic la, A 1a ma tran m x m
c6 X}, tai toa do (i,7) néu o;0; = op. Khi d6 det(A) 1a mot da thic theo
X1,...,Xn, n6i cach khac, det(A) = h(Xy,...,X,). R0 rang h(1,0,...,0)
13 dinh thic clia mot ma tran c6 dung mot s6 1 trong mdi hang va mdi
cot va cac vi tri con lai déu bang 0. Do d6 cac hang clia ma tran 1 cac
hoan vi ctia cac hang clia ma tran don vi, nén dinh thic ctia n6é bang
+1. N6i rieng, h khong dong nhat bang 0, va vi thé c6 mot o € EX ma
h(oia,. .., oma)(= det(o;oja)) khac 0. Ta sé ching minh rang {o;a} 1a
mot co s6 chuan téc. Dé lam dude diéu nay, ta chi can ching té rang o;a
doc lap tuyén tinh trén F. Gia st

m
E ajoja =0
Jj=1

véi a; € F nao do. Ap dung o1,...,0, lien tiép, ta thu dudc mot he

m-phuong trinh
Z CL]'O'Z'O'J‘O[ =0
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theo m an a;. Vi h¢ phuong trinh nay khong suy bién, nén a; bing 0.
Chiing minh cta dinh 1y trong truong hgp F vo han da hoan thanh.

Ching minh khi G 1a nhém xyclic

Gia sit G sinh béi mot phan tit og bac n. Thé thi [E: F] = n. Da thiic toi
tiéu ctia op xem nhu mot tur dong cau ctia F-khong gian vécto F 1a mot
da thiic don khdéi trong F[X] ¢6 bac nhd nhat théa man P(og) = 0 (xem
nhu mot ty dong cau ciia E). N6 chia hét moi da thic Q(X) € F[X] ma
Q(00) =0. Vi of =1 nén P(X) chia hét X" — 1. Mat khéc, dinh 1y
Dedekind vé tinh doc 1ap céc dac trung (5.14) chi ra rang 1,00, ...,0{
doc 1ap tuyén tinh trén F, nén deg P(X) > n — 1. Ta két luan rang
P(X)=X"—1. Do d6, xem nhu mot F[X]-modun véi X tac dong nhu
0o, F ding cau v6i F[X]/(X™ —1). V6i bat ky phan tit sinh a clia £ xem
nhu 1a mot F[X]-module thi a,oga, ..., 000" ! 14 mot F-co s6 cla E.

-1

Chitng minh chung cho ca hai truong hgp

Dinh 1§ Krull-Schmidt phét biéu ring mot modun M cé do dai hitu
han trén mot vanh cé the viét duge thanh tong truc tiép ctia cac
modun bat kha quy va cac modun bat kha quy xuat hién trong phan
tich 1a duy nhéat sai khac thi tu va dang cau. Do d6 M = @&;m;M; véi
M; bat kha quy va m; M; k¥ hieu la tong truc tiép ctia m; ban sao cla
M;; tap cac 16p dang cau ctia M; dugce xac dinh duy nhat, va khi ta
chon M; doi mot khong dang cau thi méi m; ciing dude xéc dinh duy
nhat. Tu diéu nay, ta suy ra rang hai modun M va M’ do dai hitu han
tréen mot vanh dang cau v6i nhau néu mM = mM’ v6i m > 1 nao dé.

Xét F-khong gian vécto E ®p E. Ta cho E tac dong len thanh phan
tenxo dau tién va cho G tac dong lén thanh phan tht hai (nén a(z®y) =
ar®y,a € E,vao(r®y) =r®0cy,0 € G). Ta sé ching minh Dinh 1y 5.18
bang cach chi ra rang

FGO - @ I'GrREQrE~ED - B E
~ ~~ d —r

n n

nhu la cac FG-médun (n = [E: F)).

V6i 0 € G, ky hiéu \y: E®r E — E la anh xa x ® y — z - oy. Khi
dé A, hién nhién E-tuyén tinh, vd A\, (72) = Ayr(2) v6i moi 7 € G va
2z € E®p E. Ta sé chitng minh rang {\, | ¢ € G} 1a mot E-co s cia
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Homp, oy 1in(E©F E, E). Khong gian nay ¢6 s6 chicu n, ta chi can chiing
t6 tap hop nay doc 1ap tuyén tinh. Néu > ¢, A\, = 0,¢, € E, thi

0= ZCU()\U(]' ®y)) = ZCU'U?/

g g

v6i moi y € E, dieu nay dan t6i tat ca ¢, = 0 bdi dinh 1y Dedekind 5.14.
Xét anh xa

¢: E®p EF— EG, z+— Zx\g(z)-afl.

Khi d6 ¢ 1a E-tuyén tinh. Néu ¢(z) = 0, thi \y(z) = 0 v6i moi ¢ € G, va
vi thé z = 0 trong E ®p E (bdi vi cdc )\, sinh ra khong gian ddi ngau).
Cho nén ¢ 14 don anh, va tit E®p E va EG déu c6 so chiéu n trén E, né
1a mot dang cau. Véi 7 € G,

o(rz) = Z /\0(7'2).0*1

va do vay ¢ la mot déng cau ciia cac EG-modun. Nén
Eox E~EGrFG®-- @ FG

nhu 13 mot FG-modun. Mat khac, v6i bat ky co s6 {e1,...,e,} clia E khi
coi F la mot F-khong gian vécto thi,

EQprE=@aQE)® - ®(e,QFE)~E®--- 0 F
nhu cac FG-modun. Ching minh két thic.

Nhan xét 5.20. Dinh lyj co sd chuan tdc duge phdt biéu cho truong
hitw han bdi Fisenstein vao nam 1850, va dugc ching minh cho truong
hitu han bdi Hensel vao nam 1888. Dedekind st dung co sd chuan tdc
trong cdc truong so trong nghién ciu clia ong vé biét thiic vao nam 1880,
nhung ong khong cé ching minh tong qudat. Noether dua ra mot ching
minh cho mot so6 truong vo han (1932) va Deuring dua ra mot chiing
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minh cho tat cd cdc truong hop (cing vao nam 1932). Chitng minh trén
don gian hoa y tuong cua Deuring - xvem Blessenohl, Dieter. On the
normal basis theorem. Note Mat. 27 (2007), 5-10. Theo Wikipedia, cdc
co sd chuan tic dude dung thuong zuyén trong cdc ing dung mat ma dua
trén bar toan logarit roi rac nhu hé mat duong cong elliptic.

5.6. Dinh ly thit 90 ciia Hilbert

Cho G la moét nhém. Mot G-moédun la mot nhom abel M cung véi
mot tac dong ctia G, nghia la mot anh xa G x M — M sao cho

(a) o(m+m') =om+om’ v6i moi o € G,m,m’ € M,
(b) (o7)(m) = o(tm) v6i moi 0,7 € G, m € M;

(¢) 1m =m v6i moi m € M.

Do vay, dua ra mot tac dong ciia G lén M ciing giéng nhu 1a dua ra mot
dong cau G — Aut(M) (tu dang cau ctia nhém abel M).

Vi du 5.21. Cho E la mot md rong Galois cia F vdi nhom Galois G.
Khi do (E,+) va (E*,-) la cac G-modun.

Cho M la mot G-modun. Mot dong cau chéo® 1a mot anh xa f: G —
M ma
flor) = f(o) + f(7) v6i moi 0,7 € G.

Z

Cha ¥ rang diéu kién nay suy ra rang f(1) = f(1-1) = f(1) + f(1), va vi
thé f(1) =0

Vi du 5.22.

(a) Cho f: G — M la mot dong cau chéo. Vi moi o € G,

f(0%) = f(o) + o f (o),
f(0°) = f(0.0°) = f(0) + o f(0) + 0° f(0)

f(@™) = flo)+af(o)+-- 40" f(o).

Scross homomorphism
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Do dé néu G la mot nhém xyclic cap n sinh bdi o, thy mot dong cau
chéo f: G — M dugc xdc dinh boi gid tri cua no, ky hiéu la x, tai
o, va x thoa man phuong trinh

t+or+-- 40" e =0, (%)

Hon nita, néu x € M théa man (), thi cong thic f(o') = x + ox +
40" le zdc dinh mot dong cau chéo f: G — M. Do vy, doi vdi
mot nhém hitu han G = (o), ton tai mot tuong ting 1 — 1

{cdc dong cau chéo f: G — M } ferffo) {z € M théa man (*)}.

(b) Véi moi x € M, ta xdy dung dugc mot dong cau chéo bing cach dat
flo) =0z —x vdi moi o € G.

Mot dong ciu chéo ¢é dang nay dudge goi la mot dong cdu chéo
chinh.

(c) Néu G tdac dong tam thuong lén M: om = m vdi moi o € G va
m € M, thy mot dong cau chéo don gidn la mot dong cau, va khong
c6 céc dong cau chéo chinh khdc 0.

Tong va hiéu ciia hai dong cau chéo lai 1a mot dong cau chéo, va tong
va hiéu ciia hai dong cau chéo chinh lai 1d mot dong cau chéo chinh. Vi
thé ta c6 the xac dinh

HY(G, M) = {cac dong cau chéo}

{cac dong cau chéo chinh}

(nhém thuong clia cac nhoém abel). Cac nhom ddi dong dieu H™(G, M)
duge dinh nghia véi moi n € N, nhung vi chiing khong dugc thyc hién
cho t6i thé ky thtt hai muoi nen sé khong dugce thao luan & day. Mot day
khép cac G-modun

0—-M —-M-—-M"—0

cho ta mot day khdp
0— MG — M - M"C 4 gY@, M) — HY(G, M) — HY(G, M").

Cho m” € M"%, va cho m € M bién thanh m”. V6i moi o € G, om —m
nam trong modun con M’ ctia M, va dong cau chéo o — om—m : G — M’
biéu thi d(m”). Doc gid c6 thé ty kiém tra tinh khop.
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Vi du 5.23. Cho m: X — X la mot khong gian phi phé dung ctia mot
khong gian topo X va T' la nhom cdc phép bién doi phi. Dudi mot vai
gid thuyét kha tong qudt, mot T-modun M sé xzdc dinh mot bé M trén
X, va HY(X, M) ~ HYT,M). Vi du, khi M = Z vdi tdc dong tam thuong
clia T', né trd thanh ding cav H'(X,Z) ~ H'(T,Z) = Hom(T', Z).

Dinh 1y 5.24. Cho E la mot md rong Galois ciia F vdi nhom G; thé thi
HY(G,E*) = 0. Néi ciach khdc moi dong cau chéo G — E* déu chinh.
Chitng minh. Gia st f 13 mot dong cau chéo G — E*. Trong ky hiéu
nhan, diéu nay c6 nghia la

flo7) = flo)cdoto(f(T)), 0,7 €G,
va ta phai tim mot v € E* ma f(o) = % véi moi o € G. Bdi vi f(7) khac

0, He qua 5.15 suy ra rang

Zf(T)TZ E—F

TeG
khong phai 1a anh xa 0, nghia 1a ton tai o € E sao cho
def
8= Zf(T)Ta # 0.
oeG

Nhung khi do, véi o € G,

no6 bang f(o)~!3 bdéi vi, khi 7 chay trén G, o7 cling vay. Do do, f(o) = %
va ta c6 thé chon §=~1. O

Gia st F la mot md rong Galois ctia F' v6i nhom Galois G. Ta dinh
nghia chuan ciia mot phan tit o € F 1a

Nmao = H oo.

ceG
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V6i moi o € G,
T(Nma) = H Toa = Nm(a),

ceG

va do d6 Nm(a) € F. Anh xa
a— Nma: E* — F*
hién nhién 13 mot dong cau.

Vi du 5.25. Anh za chuin C* — R* la a — |a|? vd dnh za chudn

QIVd)* — Q* la a+bVd s a® — db?.

Chung ta quan tam t6i viec xac dinh hat nhan ctia 4nh xa chuan. R6
rang mot phan tt c6 dang % c6 chuan 1, v két qua sau day chi ra ring,

v6i cac md rong xyclic, tat cd cac phan t1t c6 chuan bang 1 c¢6 dang nay.

Hé qua 5.26 (Dinh 1y Hilbert 90). ® Cho E la mot md rong zyclic hitu
han ciia F vdi nhém Galois (o); néu Nmp/pa =1, tht a = B/op vdi
g eEk.

Chiing minh. Dat m = [E: F]. Diéu kién trén o la a-oa---- 0™ ta =1,
va do vay (xem 5.22a) c6 mot dong cau chéo f: (o) — E* véi f(o) = a.
Dinh 1y 5.24 chi ra rdng f 1a chinh, c6 nghia la ton tai mot 8 véi f(o) =
Blop.

U

5.7. MGd rong xyclic

Cho F' la mot truong chita mot can bac n nguyén thiy ciua 1, n > 2, va
ky hiéu p, la nhém céac can bac n cta 1 trong F. Khi d6 p, 1a mot
nhém con xyclic clia F* cap n v6i phan tit sinh ¢. Trong phan nay,
chiing ta sé phan loai cAc md rong xyclic cap n clia F.

Xét mot truong E = Fla] sinh bdi mot phan ti a ma liy thia n
(nhung khong c¢6 liy thita nhé hon nao) nam trong F. Thé thi a 14 mot
nghiém ctia X™ — a, va cac nghiem con lai 1a (Yo, 1 <4 < n — 1. Vi tat

5Pay la Satz 90 trong sach ctia Hilbert, Theorie der Algebraischen Zahlkorper, 1897. Dinh 1y
dugc phét hién béi Kummer trong trudng hop dic bigt Q[(,]/Q, va dugce phat biéu téng quat thanh
Dinh 1y 5.24 bsi E.Noether. Dinh 1y 5.24 , cling nhu céc tdng quét ciia né, ciing duge xem nhu 1a
Dinh ly Hilbert 90. Dé biét them vé céc thdo luan quanh cudn sach ciia Hilbert, xem ban gidi thieu
trong ban dich Tiéng Anh (Springer 1998) viét béi F. Lemmermeyer va N. Schappacher
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c& cac nghiém nay déu ndm trong £ nén F 1a mot md rong Galois clia
F, v6i nhom Galois ky hiéu la G. V6i moi ¢ € G, oa ciing la mot nghiém

clia X" —a, va do vay ca = ('a v6i i nao dé. Do d6 ca/a € py. Anh Xa
o oaja: G— uy

khong doi khi thay a bdi mot lien hop, va tit d6 suy ra anh xa nay la
mot dong cau: ZL¢ = %% Vi a sinh ra E trén F nén anh xa do la
mot don 4nh. Néu né khong phai 14 mot toan anh thi G c¢6 anh la mot
nhém con pig clia pu,, v6i dln,d < n. Trong truong hop nay, (ca/a)? = 1,
tiic 1a oca? = o, v6i moi o € G va do vay a? € F. Vay anh xa nay ciing

la mot toan anh. Ta vita chitng minh phan dau tién ctia phéat biéu sau.

Meénh dé 5.27. Cho F la mot truong chia mot can bac n nguyén thiy
cia 1, E = Fla] vdi o™ € F va khong c6 liy thua nhé hon cia o nam
trong F. Khi do E la mot md rong Galois cua F vdi nhom Galois xyclic
cap n. Nguoe lai, néu E la mot md rong zyclic clia F bac n, thi E = Fla]
vdi « nao do ma o™ € F.

Chitng minh. Ta chi can chiing minh phat bicu cubi. Gia st o sinh ra G
va ¢ sinh ra p,. Ta chi can tim mot phan t o € E* sao cho oo = ("la,
dé sau d6 o € F, va o” la liy thita bé nhat ciia o nam trong F. Vi
1,0,...,0" ' 1a cac dong cau phan biet F* — F*, Dinh 1y Dedekind

n—-1 o

5.14 chi ra ting 3" ¢io? khac 0, va do d6 c6 mot v ma a & ¢ioiy £ 0.
1=0

Dé thay ca = (" la. O]

Nhan xét 5.28. (a) Khong khé dé chitng minh rang da thitc X™—a bat
khd quy trong F[X] néu a khong la liy thiua p doi véi moi s6 nguyén
to p chia hét n. Khi b6 dieu kién F chita mot cian bic n nguyén
thiy ctia 1 thy dieu nay van ding ngoai tri khi néu 4ln thi ta can
them diéu kién a & —4F*. Xem Lang, Algebra, Springer, 2002, VI,
9, Theorem 9.1, p.297.

(b) Néu F c6 dic so p (vi thé khong cé can bdc p ciia 1 nao khdc 1), thi
XP — X —a bat khd qui trong F[X] ngoai tri khia =0 —b véi b€ F
nao do, va khi né bat khd quy, nhém Galois cia né la mot nhom
zyclic cap p (sinh bdi a + o+ 1 vdi a la mot nghiém). Hon nia,
moi md rong cua F xyclic bac p déu la truong phan ra cia mot da
thiic nhu vay.



102 Ung dung cia Ly thuyét Galois

Meénh dé 5.29. Cho F la mot truong chita mot cin bic n nguyén thiy
ctia 1. Hai mé rong zyclic Flaw) va Flb=] cta F bic n bing nhau néu va
chi néu a = b'c™ vdi r € Z, nguyén to cung nhau vdi n va ¢ € F*, tic la
, néu va chi néu a va b sinh ra cung mot nhém con clia F*/F*".

Chaing minh. Chi c6 vé "chi néu" can ching minh. Ta da c6 Fla] = F[f]
v6i a" = a va " = b. Gid stt ¢ 1a phan t1t sinh ctia nhom Galois véi ocala,
va dat of = ('3, (i,n) = 1. Ta c6 thé viét

n—1
B = g cjo, c¢j€F,
Jj=0

va do do
n—1
of = Z ci¢lal.
7=0

So sanh diéu nay véi o8 = ‘B, ta thiy rang (ic; = (Y¢; v6i moi j. Vi thé
c¢j =0 v6i j # i, hay 8 = c;a’.
[]

5.8. Ly thuyét Kummer

Trong phan nay, ta lam viéc véi truong F chita mot can bac n nguyén
thity ctia 1. N6i rieng, F hodc c¢6 dic s6 0 hodc c¢6 dac s6 p khong chia
hét n.

Hai ménh dé & trén dua ra mot phan loai day dua cac mé rong xyclic clia
F bac n. Bay gio ta sé md rong két qua nay dé phan loai cic md rong
abel c6 s6 mil n.(Nhic lai ring mot nhom G c6 sé6 mii n néu o™ = 1 véi
moi o € G va n 1a s6 nguyén duong bé nhat c6 tinh chat d6. Mot nhém
abel hitu han vé6i s6 mil n dang cau véi mot nhém con clia (Z/nZ)" véi
r nao do.)

Gia sit E/F la mot mé rong Galois hitu han véi nhom Galois G. T
day khdp

1=y — EX 28 pxn 4 q

ta thu dudgc mot day déi dong diéu

1 pin — F* 25 XA B 5 HY(G, ) — 1.
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1 & vé phai l1a bsi Dinh 1y Hilbert 90. Tt d6 ta thu duge mot dang cau
F*NEX"/F*" — Hom(G, p,).

Anh xa nay ¢6 thé duge mo ta nhu sau: gid st a la mot phan ti cia F*
ma 14 mot lily thita n trong £, a = o™; khi d6 a sé anh xa thanh dong
cau o — 22 Néu G la nhém abel ¢6 s6 mit n, thi

| Hom(G, pp )| = (G 1).

Dinh 1y 5.30. Anh za
E— F*NnE*"

zdc dinh mot tuong ing 1—1 gitta cdc md rong abel hitu han cia F vdi s6
mi n ndm trong mot bao dong dai s6 co dinh Q ctia F va cdic nhom con
B ctia F* chita F*™ nhu la mot nhém con cé chi so hitu han. MdJ rong
tuong iung vor B la F[B%], truong con nhé nhat cia Q chita F va mot
can bac n clia moi phan ti cia B. Néu E < B, thi [E: F] = (B : FX"),

Ching minh. V6i moéi mé rong Galois hittu han E cua F, dit B(E) =
F*NE*", Khi d6 E D F[B(E)+], vi v6i mdi nhém B chita F*" nhu la
mot nhém con chi sé hitu han, B(F[B=]) > B. Do d6,

|: F] > (B(F([B(E)x))) : F*") > (B(E) : F*"),

3=

[E: F| > |[F[B(F)

Néu E/F 1a nhém abel ¢6 s6 mii n, thi [E : F] = (B(E) : F*"), va dau
bing xay ra tit dau t6i cubi: E = F|B(E)x].

Tiép theo ta xét mot nhém B chita F*" nhu 1a mot nhém con chi s6
hitu han, va dat F = F[B%]. E 1a mot hop thanh ctia cac mé rong F[a%]
véi a chay trén tap hop cac phan t1 sinh ctia B/F*", va do d6 n6 14 mot
md rong abel hitu han s6 mil n. Vi vay,

an

a (0 2 11 ) . B(E)/F*" — Hom(G, j1), G = Gal(E/F),

an

13 mot dang cau. Anh xa nay bién B/F*" ding cu véi mot nhém con
ctia Hom(G/H, pn) ctia Hom(G, p,) véi H chita o € G ma oan Jan = 1 véi
moi a € B. Nhung o ¢b dinh tit ci a= véi a € B, va do vay né 1a tu ding
cAu ddng nhét trén E = F[B=]. Diéu nay chi ra ring B(E) = B, va vi
thé E — B(E) va B — F[B~=] la cac song anh ngugc. O
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Vi du 5.31.

(a) Cdc md rong bac hai cia R 16 rang tuong ing 1 — 1 vdi cic nhom
con ctia R* /R*? = {1},

(b) Cdc md rong abel hitu han cia Q vdi s6 ma 2 tuong ting 1 — 1
vdi cdc nhém con hitu han cia Q% /Q*2, la tong truc tiép cla cic
nhém xzyclic cap 2 duge danh s6 bdi cac s6 nguyén to va co (modulo
binh phuong, moi so hitu ty khic 0 c6 duy nhat mot biéu dién dang
+p1...pr 000 p; la cdc s6 nguyén to).

Nhan xét 5.32. Gid st E la mot md rong abel hitu han cia F so mi
n, va dat

B(E) ={a € F*| a trd thanh mot lay thia n trong E}.

Khi dé ton tai mot ghép cip hoan hdo

(a,0) s T2°. % « Gal(E/F) = pin.
an

Xem Bai tap 2-1 cho truong hop n = 2.
5.9. Chitng minh dinh 1y vé tinh giai dudc ciia Galois

B6 dé 5.33. Cho f € F[X] tach dugc, va F' la mdt md rong truong cua
F. Khi dé nhém Galois ciia f khi coi nhu mot phan tii cia F'[X] la mot
nhém con cia nhém Galois cia f khi coi nhu la mot phan ti cia F[X].

Chitng minh. Ky hiéu E’ 1a trudng phan ra cta f trén F', va aq, ..., a, 1a
cac nghiém ciia f(X) trong E'. Thé thi E = Flay,...,ay] 1a mot truong
phan ra cta f trén F. Moi phan tit cia Gal(E’/F’) hoan vi cac a; va
do vay anh xa E thanh chinh né. Anh xa o — o|E la mot don anh
Gal(E'/F') — Gal(E/F). ]

Dinh 1y 5.34. Cho F la mot truong dic s6 0. Mot da thiic trong F[X]
la gidi duoc néu va chi néu nhém Galois cia né gidi dugc.

Ching minh.
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<: Gia st f € F[X] c6 nhom Galois giai dude Gy. Dat F/ = F[(] v6i ¢
la mot can bac n nguyén thiy cta 1, n di 16n - vi duy, n = (deg f)!.
Bo6 dé trén chi ra ring nhém Galois G ctia f nhu la mot phan ti
clia F'[X] 1a mot nhém con clia Gy, va vi thé né 1a nhém giai duge
(GT 6.6a). Dicu nay c6 nghia l1a ton tai mot day cac nhém con

G=GyD>DG1 D -DGp-1DG,={1}

ma mdi G; chuan tic trong G;_; va Gi—1/G; 1a mot nhom xyclic.
Goi E 1a mot truong phan ra ciia f(X) trén F/, va dat F; = E¢:. Ta
c6 mot chudi cdc mé rong truong

FCF(l=F=FRchHckKhc---CF,=E

v6i F; 1a mé rong xyclic trén F;_;. Dinh 1y 5.27 chi ra rang F; =
Fi o] v6i off " Pl € By v6i méi 4, va diéu d6 chiing t6 ring f
giai dugc.

=: Ta chi can chimg minh réing G 14 mot nhém thuong ctia mot nhém
giai duge (GT 6.6a). Vi thé chi can tim mot mé rong giai duge E
cia F ma f(X) ché ra trong F[X].
Ta da biét rang ton tai mot thap cac truong

F=FCFCFkC---CF,

thdéa man
(a) F;, = Fi_l[ai],agi € F;_1; va
(b) F,, chita mot trusng phan ra cua f.
Dat n = 71 -1, va lay Q 1a mot truong Galois trén F va chita
(mot béan sao ctia) Fy, va mot cdn bac n nguyén thiy ¢ ctia 1. Vi
du, chon mot can bac n nguyeén thiy v cho F, trén F (xem 5.1),

va chon Q la mot truong phan ra cua g(X)(X™ — 1) véi g(X) la da
thiic toi tiéu clia v trén F.

Ky hicu G 1a nhém Galois ctia Q/F, vd E la bao déng Galois clia
F[¢] trong Q. Theo 3.17a, F 1a hgp thanh ctua cac truong o F,;,[(],
o € G, va do vay sinh trén F bdi cac phan ti

/
C,a1, 2, .. QU O, e, Oy, O QU
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Ta thém céc phan ti nay vao F dé thu duge mot day cac trusng

FCF[CcF[(,w]C---CF cF'c---CFE

trong d6 moi truong F” nhan duge tu truong ding truée F’
bang cach them mot can bac r clia mot phan ti ciua F' (r
T1,...,Tm, hay n). Theo (5.8) va (5.27) , mdi md rong la abel (
tham chi 1a xyclic sau md rong thit nhat), va do vay E/F 13 mot
mao rong giai dugc.

S

]

Ghi chua 5.35. Mot trong nhitng déng gop lon cia Galois la chi ra rang
mot da thic bat khd quy bac nguyén to trong Q[X] gidi dugc bang cin
thite néu va chi néu truong phan rd ciua né dugc sinh bdi hai nghiém
bat ky cia né 7. Dinh ly nay cia Galois da trd loi mot cau hdi trén
mathoverflow nam 2000(mo24081). Véi lyj thuyét Galois tong quat, rem
moll10727.

5.10. Da thiic déi xing
Cho R la mot vanh giao hoén (c6 1). Mot da thic

P(X1,...,Xn) € R[X1,...,X,] dudc goi la dbi xitng néu né khong doi
khi cac bién clia né duge hoan déi vi tri, tic 1a néu

P(Xa(l)a o 7X0(n)) = p(Xl, ce ,Xn) v6i moi o € Sy,

"Pour qu’une équation de degré premier soit résoluble par radicaux, il faut et il suffit que deux

quelconques de ces racines étant connues, les autres s’en déduisent rationnellement (Evariste Galois,
Bulletin de M. Férussac, XIII (avril 1830), p. 271)
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Vi du

plszi =Xi1+---+ Xy,

Py = ZXZ-XJ- = X1Xo+ ... X1 Xn + Xo X5+ + Xn_1 Xy,
i<j

p3 = Z Xi XX, = X1 X0 X3+ ...
1<j<k

Dr = Z Xil X’LT
<<y

= X1X2... X,

1a céc da thic doéi xting vi p, 1a tong cla tat ca céc don thic bac r tao
ra tit cac X; khac nhau. Céc da thiic nay dugce goi la da thitec déi xiing
s cﬁp.

Dinh ly 5.36 (Dinh ly cac da thitc doi xing). Moi da thic doi xing
P(X1,...,Xy) trong R[X1,...,X,] déu la mot da thic theo cdc da thic
doi ziing co bdn vdi hé so trong R, tic la , P € R[p1,...,pn].

Ching minh. Dinh nghia mot tha tu trén cac don thic trong X; nhu sau
X0XE . Xis XPXP X
néu hoac
tio+ - F+in>0n+j+- - +jn
hoac dau bang xay ra va doi v6i mot gia tri s ndo d6 thi
1= J1,--s0s = Js, ls+1 > Js+1.

Vi du,
X1 X2 X3 > X1 X5 X3 > X1 X2 X3.

Gia stt P(X1,...,X,) 1a mot da thitc dbi xing, va Xi' ... Xi» 1a don
thiic cao nhat xuat hién trong P vé6i hé s6 khac 0, do d6

P =cX}"...X% + don thitc bac nhd hon ¢ # 0.
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Vi P d6i xing nén n6 chia tat ca céc don thiic thu duge ti X' ... Xi»
bang cach hoan doi cac X;, Vi vay i1 > ip > --- > iy,
Don thiic cao nhat trong p; 14 X;...X;, v don thiic cao nhat trong
p‘li1 Cpt 1y
X bdn xdotetdn | xdn (5.1)

Do d6 don thiic cao nhat ctia
P(X1,..., X)) — cpl " 2ple=t  pln (5.2)

sé nho hon han don thiic cao nhat trong P(X1, ..., X,). Ta ¢6 thé lap lai
lap luan nay véi da thiic trong (5.2), va sau mot s6 hitu han cac budc sé
thu dugc biéu dién ctia P nhu 1a mot da thic trong p1, ..., pn. o

Nhan xét 5.37.
(a) Chitng minh cia dinh lyj cé tinh chat thudt todn. Xét vi duy ®
P(X1,X2) = (X1 4 7X1X2 + X3)?

= X7 +2X1 Xy + 14X7 X + X5 + 14X, X3 + 49X7 X3

Don thitc cao nhat la 49X2X2, va do vay ta tri 49p3, nhan dudc
P —49p3 = X7 +2X1Xo + 14X7Xo + X3 + 14X, X3.
Tiép tuc, ta nhan duogc
P —49p2 — 14p1po = X2 +2X1 X5 + X2

va cudi cung,
P — 49p3 — 14pyps — pi = 0.

(b) Cédch viet P nhu la mot da thic ciia p; trong (5.36) la duy nhat. Néu
khong, bang cic phép tri, ta cé thé nhan duge mot da thic khong
tam thuong Q(p1, ..., pn) trong p;, bang 0 khi dugc viét nhu la mot da
thic trong X;. Nhung cdc don thic cao nhat (5.1) trong cdic da thiic
pit . pde la phan biet (dnh za (dy,. .. dy) > (di+- -+ dy,. .., dy) la
don dnh), va do vay chiing khong thé logi tric lan nhau.

8T Wikipedia
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Cho
f(X)=X"+a X" 1 4+.. . +a, € R[X],

va gid st rang f ché ra trong mot vanh S nao do chia R:
n
FX) =[x -a), ac€s
i=1
Thé thi
al - _pl(a17 AR 7an)7a2 - p2(a17 AR 7an)7 A 7an - (_1)npn(al7 A 7an>

Vi thé cac da thitc d6i xiing so cap 1a cic nghiém ctia f(X) nam trong
R, va do vay dinh 1y chi ra rang moi da thitc déi xitng theo cac nghiem
clia f(X) déu ndm trong R. Vi du, biét thiic

clia f nam trong R.

Dinh ly 5.38 (Dinh 1y cidc ham déi xting). Cho F la mot truong. Khi
S, tac dong len F(X1,...,X,) bang cdch hodn vi cic X;, truong bat bién
la F(p1,...,pn)-

Chitng minh. Gia st f € F(Xy,...,X,) dbi xing (c6 dinh béi S,). Viét
f=g/h, g,h € FIX1,...,X,]. Céc da thic H = [] g oh va Hf déu
déi xing, va do vay nam trong Flpi,...,p,] theo 5.36 Suy ra thuong
f=Hf/H ciing nam trong F(p1,...,pn). O

Hé qua 5.39. Truong F(X1,...,X,) Galois trén F(p1,...,pn) v0i nhom
Galois Sy, (tac dong bdi cac hoan vi X; ).

Chaing minh. Ta vita ching minh rang F(p1,...,p,) = F(X1,..., Xn)%",
va do vay diéu phai chitng minh suy ra tit (5.10). O

Truong F(Xy,...,X,) la truong phan ra trén F(py,...,p,) clia
gT)=(T = X1)- (T —Xp) = X" —p1 X"+ 4+ (=1)"py.

Vi thé, nhém Galois ctia g(T) € F(py,...,pn) 12 S.
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Ghi chi 5.40. Cdc da thic doi zing dong mot vai tro quan trong trong
cong trinh cua Galois. Trong Mémoire sur les conditions de résolubilité
des équations par radicaux, ong ching minh ménh dé sau:

Cho f la mot da thitc vdi cic hé s6 o, ... ,0n. Cho z1,...,z, la cdc
nghiém cia né, va cho U,V,... la cdc s6 nao dé ma la cac ham hitu
ty theo z;. Khi dé ton tai mot nhém G cdc hodn vi cia x; sao cho
cdc ham hau tj theo cdc z; duge it co dinh dudi tat cd cdc hodn
vi ctia G chinh la cdc ham c6 thé biéu dién hitu ty duge thong qua
o1,...,0p va UV, ...

Khi ta lay U,V,... la cdc phan ti cia mot truong trung gian E nam
gitia cdc truong hé so cia f va truong phan ra cia f, thi phdt biéu nay
néi rang ton tai mot nhém G cdc hodn vi cia x; ma truong bat bién (khi
G tdc dong trén truong phan ra) chinh la E.

5.11. Pa thic tong quat bac n

Khi ta noi rang cac nghiém cua

aX?+bX +c

—b+ Vb2 — 4ac

2a

1a ta dang nghi vé a, b, ¢ nhu 1a cac ki hiéu: véi moi gia tri cu thé ciia ton
tai cong thitc tuong tu cho cac nghiem ciia "da thitc tong quat" véi bac
> 5.

Ta dinh nghia da thidc bac n téng quat la
FX)=X" -t X" (1) € Flty,. . 4)[X]

4 dé t; 1a cac ky hieu. Ta sé ching minh réng, khi coi f nhu 14 mot da
thitc theo bién X véi hée s6 trong truong F(ti,...,t,), nhom Galois clia
no6 la S,. Khi d6 Dinh 1y 5.34 ching minh nhan xét trén (it nhat trong
dac 86 0).

Dinh ly 5.41. Nhom Galois cia da thic bac n tong qudt la S,.
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Chitng minh. Cho f(X) la da thiic bac n tong quat,
FX)=X" =t X" oo 4 (1) € Flty,... ta][X],
Néu ta c6 thé chiitng minh ring a4nh xa
ti > pi: Flt1, ... ta] = Flp1,..., 0

1a don 4nh (nghia 1a p; phu thuoc dai s6 trén F) thi né sé mé rong thanh
mot ding cau

F(tl,...,tn) — F(pl,...,pn)
bién f(X) thanh

g(X) = X" —p X" 4 (=1)"pp € F(p1,-..,pn)[X].
Vi thé phat biéu sé suy ra tit Hé qua 5.39. O

Bay gio ta sé chitng té rang cac p; doc lap dai s6 ¥. Gia st ngudc lai,
ton tai mot da thic P(ty,...,t,) ma P(pi,...,p,) = 0. Phuong trinh (5.1)
chi ra rdng néu mq(t1,...,t,) v ma(t1,...,t,) 1a cdc don thitc phan biét,
thi my(p1,...,pn) VA ma(p1,...,pn) €O cac don thiic cao nhat khac nhau.
Do d6, khong thé c6 kha nang khtt 1An nhau, va P(ty,...,t,) phai la da
thic 0.

Nhan xét 5.42. Do S,, la mot nhom Galois trén Q va moi nhom hiu
han ¢ thé coi la mot nhém con cia S, nao dé, ta suy ra mot nhom hiu
han déu la mot nhom Galois trén mot md rong hitu han nao dé cia Q,
nhung phdi chdang moi nhom Galois hitu han déu zuat hién nhw la nhém
Galois tréen Q7 Cau hoi nay duge goi la bai toan Galois ngugc.

Chuong trinh Hilbert-Noether dé chitng minh khang dinh nay la nhu
sau. Hilbert chitng minh rang néu G zudat hién nhu la nhém Galois clia
mot md rong E D Q(t1,...,t,) (L la cdc kij hieu), th né zuat hién nhicu
v0 han lan nhu la mot nhém Galois trén Q. Dé chiing minh, xem E nhu
la mot truong phan ra cia mot da thic f(X) € k[t1,...,t,][X] va ching
minh rdng vdi v han cdc gid tri cia t;, da thic thu dugc trong Q[X] c6
nhom Galois G. (Day la mot dinh ly khé - xem Serre, J.-P., Lectures on
the Mordell-Weil Theorem, 1989, Chapter 9) Noether du dodn cac két qua
sau: Cho G C S, tdc dong lén F(Xy,...,X,) bang cdach hoan vi X;; viy

9Didu nay c6 thé duge chiing minh nhd nhan xét ring vi F(X1,...,X,) dai sé trén F(p1,...,pn)
nén n6 phai ¢6 bac siéu viét n (xem Chuong 8)
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thy F(X1,...,Xn)% =~ F(t1,...,t,) (vdi cdc ky hiéu t;). Tuy nhién, Swan
da chiing minh vao nam 1969 rang phéng dodan nay khong ding vdi G la
nhém zich cap 47. Vi thé hudng tiép can nay khong thé dan tdi ching
minh rding moi nhém hiu han déuw zuat hién nhu la mot nhém Galois
tren Q, nhung né khong loai tric cdc cach tiép can khdc. DE biét them
thong tin vé bai todan nay, xem Serre, ibid., Chapter 10; Serre, J.-P.,
Topics in Galois Theory, 1992; va Wikipedia (Inverse Galois problem)

Nhan xét 5.43. Liy F = C, va zét tap con cia C"' zdc dinh bdi
phuong trinh
X" - X" ()", = 0.

D6 la mot da tap phiic S n chieu. Xét phép chiéu
7: S = C"  (x,t1,...,ty) = (L1, ... ty).
Thé ciia né tai mot diém (a1,...,an) la tdp cac nghiém cua da thic
X" — o X" (—1) ay,.

Biét thiic D(f) cia f(X) = X" —T1 X" 1 +... + (=1)"T;, la mot da thic
theo C[Ty,...,T,]. Goi A la tap cdc khong diém cia D(f) trong C*. Thé
tha trén maoi diém cia C\ A, c6 ding n diém cia S, va S\ 7 '(A) la mot
khong gian pht trén C™\ A.

VAI NET LICH SU: Tré lai nhing 1500 nam truéc Cong nguyeén,
nguoi Babylon (it nhét 14) da biét mot cong thitc chung cho cac nghiem
ctia mot da thitc bac hai. Cardan (khodng nam 1515 AD) tim thay mot
cong thitc chung cho cac nghiém ctia mot da thiic bac ba. Ferrari (khoang
nam 1545 AD) tim thiy mot cong thic chung cho nhitng nghiem cua
mot da thitc bac bon (6ng gidi thieu gidi bac ba, va sit dung két qua clia
Cardan). Hon 275 nam tiép theo d6 da c6 nhiéu né lyc khong két qua
dé tim cong thic tuong tu cho céc da thiic bing cap cao hon, cho dén
khi, vao khodng nam 1820, Ruffini va Abel da chitng minh rang khong
¢6 cong thic chung nhu vay.

5.12. Chuan va Vét

Nhic lai rdng, dbi v6i mot ma tran A = (a;;) ¢d n x n,
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Te(A) =) ay (vét clia A)
det(A) = )~ sign(0)aio(1) - - - Gpo(n) (dinh thic ctia A)
oeS,
ca(X) =det(XI, — A) (da thitc dic trung ctia A)
Hon nita,

ca(X) = X" — Tr(A) X" 4. 4 (=1)" det(A).

Gia tri clia cac dai lugng trén khong thay doi khi A duge thay bang lien
hop UAU! bdi mot ma tran kha nghich U. Vi thé, véi moi tu dong cau
o clia mot khong gian vécto hitu han chic¢u V, ta c6 thé dinh nghia '°

Tr(a) = Tr(A), det(a) = det(A), ca(X) = ca(X)

d d6 A la ma tran clia o trong mot co sé nao dé ctia V. Néu 8 1a mot tu
dong cau thi hai ctia V,

Tr(a + B) = Tr(a) + Tr(B);
det(af) = det(a) det(p).
Bay gio, cho F 1a mot md rong hitu han ciia F bac n. Mot phan ti «
ctia E xac dinh mot 4nh xa F-tuyén tinh
arp: FE— FE, z— az,

va ta dinh nghia

Trg/p(a) = Tr(ag) (vét clia a)
Nmpg,p(a) = det(ayr) (chuan ciia a)
Coe/F(X) = car(X) (da thitc dic trung cta «).

Nhu vay Trp/p 1a mot dong cau (E,+) — (F,+), va Nmg, la mot dong
cau (EX,-) — (F*,-).

10Csc he s6 clia da thiic dic trung

X)=X"+aX" "+ 4

clla o ¢6 cac mo ta nhu sau v ‘
ci = (1) Tr(a | A'V)
xem Bourbaki, N., Algebra, Chapter 3, 8.11.
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Vi du 5.44.

(a) Xét md rong truong C D R. Vi a = a + bi, da thic ap ing vdi co
—b
so {1,i} la ( ¢ ), va do vay
b a
Trer(e) = 2R(a),  Nmg (o) = |of*.
(b) Véia € L, ar, la mot phép nhan bdi mot vo hudng. Vi thé
Trp/r(a) =na, Nmg/p(a)=a", cup/p(X)=(X—a)"
§dén=E:F).

Gia st E = Qla, ] & truong phan ra ctia X® — 2. Khi d6 E c6 bac 16
tren Q, va do vay dé tinh vét va chuan mot phan ti trong F, dinh nghia
yéu cau ta tinh vét va chuan clia mot ma tran 16 x 16. Ménh dé sau day
cho ta mot phuong phap tinh nhanh hon.

Ménh dé 5.45. Cho E/F la mot md rong truong hiw han, va f(X) la
da thic toi tiéu ctia o € E. Khi doé

Co,myp(X) = fX)F e,

Chiing minh. Gia st E = Fla]. Trong truong hgp nay, ta phai ching
minh rang co(X) = f(X). Cha ¥ rdng a ~ a7 la mot don anh tit £
vao vanh cac tu dong cau ciia F-khong gian vécto E. Dinh 1y Cayley-
Hamilton chi ra rang c,(ar) = 0, va vi thé ¢, (o) = 0. Do vay, f|ca, nhung
ching déu 1a cac da thitc don khdéi cling bac nén phai bang nhau.

Téng quéat hon, gid sit fBi,..., B, 18 mot co s6 cho Fla] trén F, va
Y1, ..., Ym 1a mot co s6 cho E trén Fla]. Nhu da thiy trong chiing minh
ctia (1.20), {8} 1a mot co s6 cia E trén F. Viét af; = > aj;3j. Khi
do, theo trudng hgp dau da ching minh, A = (a;;) ¢6 da thic ddc trung
f(X). Nhung oSy = > aijfBjv, va do vay ma tran cia o truong ing
v6i {Bivx} phan chia thanh cac khdi n x n véi A nam trén dudng chéo va
cac ma tran 0 ndm & cac vi tri con lai, tit d6 ta suy ra rang c,r(X) =
ea(X)™ = F(X)™. =
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Heé qua 5.46. Gid st cic nghiém cta da thic toi tieu cia o la o, .. ., o
(trong mot truong phan ra chita E), va [E: Fla]] = m. Thé thi

n n m
Tr(a) :mZai, Nmg/pa= (HO”) .
i=1 i=1

Chiing minh. Viét da thic téi tiéu cta o 1a

FO) = X"+ a X"+t = [ (X - ),

thi
a; = _Z%’ an = (—1)”Hai.
Khi do
ca(X) = (f(X))™ = X" +mar X" 4+ apt,
VOl
Trg p(a) = —may = mZoz,-, Nmp,p(a) = (=1)""a," = (H ozi) .
]

Vi du 5.47.

(a) Xét md rong C D R. Néu a € C\R, th
ca(X) = f(X) = X62 — 2R(a) X + |af*.
Néu o € R, thi co(X) = (X —a)?.

(b) Cho E la truong phan ra cia X® —2. Khi dé E ¢6 bac 16 trén Q va
né sinh bdi o = /2 va i = /—1 (zem Bai tdp 16). Da thiic toi tiéu
cua o la X8 —2, va do vy

Ca,Q[a]/Q(X) = X% - 2,
Ca,p/0(X) = (X? —2)°

Trgpo)/@ =0,
Trgga =0,
Nmgla)/@ = =2,

Nmpg,a =4.
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Nhan xét 5.48. Cho E la mot mod rong tach duoc cua F, va X la tdap
hop cic F-dong cau tit E vao mot bao dong dai s6 Q cia F. Khi dé

Trg/pa= Zaa

oEY

Nmpg/pa = H oa.

oEY

Khi E = Fla], khang dinh nay duoc suy ra i 5./6 va quan sat (2.1b)
rang oo la cdc nghiem cia da thic toi tiu f(X) ciia o trén F. Trong
truong hop tong qudt, oo van la cic nghiém cia f(X) trong Q, nhung
moéi nghiém cia f(X) zuat hién [E: Fla]] lan (bdi vi méi F-dong cau
Fla] = Q ¢6 [E: Fla)] md rong thanh E). Vi du, néu E Galois trén F
vt nhom Galois G, thi

Trg/pa= Zaoz,

ce@@

Nmg/pa = H oa.

ceG

Meénh dé 5.49. Déi vdi cic md rong hitu han E > M D F, ta c6

TrypoTrgy = Trp/p,

Chitng minh. Néu FE tach dugce trén F, thi didu nay co thé chiing minh
kha dé dang bang viéc st dung cidc mo ta trong chi ¥y trén. Ta bd qua
chiing minh trong trudng hop tong quét. ]

Meénh dé 5.50. Cho f(X) la da thiic don khdi bat khd quy vdi hé so
trong F, va a la mot nghiém cua f trong mot truong phan ra nao doé ciua
f. Thé tha

dise f(X) = (~=1)™" V2 Nmpy /7 f/(@)

¢ do f' la dao ham hinh thie % ciia f.

Chaing minh. Cho f(X) = []~,(X — «;) 1& mot phan tich clia f trong



5.12. Chudn va Vét 117

mot truong phan ra cho trude cua f. Ta co

dise f(X) < (e - ay)?

1<J
= (== D2 T [0 = o)
i\ gt
_ (_1)m(m—1)/2. H f/(ai)

= (=)™ D2 Ny p(f/ (@) (b6i 5.48)

Vi du 5.51. Ta tinh biét thic cua
f(X)=X"4+aX+0b, abelF.

gid st rang né tach duge va bat khd quy, bing viéc tinh chudn
def s

(@) =na" ' 4a, fla)=0.

Nhan phuong trinh
a"+aa+b=0

vdi na~t va sap xép lai, ta dude phuong trinh
na~t = —na —nba~'.
Vi thé
y=na""14+a=—(n-1)a—nba"l.
Giai o cho ta
—nb
a=——.
v+ (n—1a

Tw hai phuong trinh cuoi, 6 rang la Fla] = F[y], va do vay da thic toi
tiéu ctia v trén F cing cé bac n. Néu ta viét

—nb _ P(X)
! (X—l—(n—l)a) N
P(X) = (X + (n = D))" = na(X + (n = 1)a)"* + (~1)"n"b""*
Q(X) = (X + (n—1)a)"/b,
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vay thi

e (3 (= Da)" _ ("
_(y+n—==1a)"  (—n
QM) = 7 = #0

va P(X) don bac n, né phdi la da thic toi tiéu cia . Vi thé Nm~y la
(=1)" lan hdng so ctia P(X),

Nm~y = 2"+ (=1)" Yn - 1)"1a"
Vi thé
disc(X™ + aX +b) = (=1)"= D2l (1) (n— 1)),
PARI khong lam duogc tinh todn nay (bdi vi né khong hiéu cic kij hiéu
nhu la cic s6 ma). Vi du,
disc(X° 4+ aX +b) = 5°a* + 4%a°.
5.13. Bai tap

5-1 Véi a € Q, cho G, 1a nhém Galois ctia X* + X3 + X2 + X + a. Tim
cac sO nguyen ag, as, as, as 50 cho i # j = G,, khong ding cau vdéi
Ga,.

5-2 Chiing minh rang cac nghiém hitu ty a,b € Q clia phuong trinh
Py-ta-go a® +b? = 1 ¢6 dang
s2 — t? 2st
aqQ = —— e —
52 + 12 s2 4127

s,t € Q,

va dan t6i rang moi tam giac vuong véi do dai cac canh 1 cac so
nguyén c¢6 do dai
d(m? — n?,2mn, m* + n?)

véi céc 86 nguyen d,m,n (Goi y: Stt dung Dinh 1y Hilbert 90 v6i md

rong Q[i]/Q.)

5-3 Chting minh rang mot ma rong hitu han ctia Q c6 thé chi chita hitu
han céc can cua 1.



CHUONG O

Bao déng dai sb

Trong chuong nay, ching ta st dung bo dé Zorn dé chitng minh ring
modi truong F déu c6 mot bao dong dai s6 . Nhac lai rang néu F 13 mot
truong con ctia C thi bao dong dai s6 ctia F trong C 1a mot bao dong
dai s6 ctia F (1.46). Néu F dém duge thi sy ton tai clia Q c6 thé duge
chitng minh giéng nhu chiing minh déi v6i trudng hitu han (4.23), cu thé
1a, tap hop céac da thiic don khéi bat kha quy trong F[X] l1a dém duge va
c6 thé liet ké ching fi, fo, . ..; dinh nghia E; theo quy nap béi Ey = F,
E; la mot truong phan ra cia f; trén F;_1; khi d6 Q = UE; 1a mdt bao
dong dai sb cta F.

Kho khan trong viée chi cho sy ton tai clia mot bao déng dai s6 clia
mot trudng F tiy ¥ nidm & 1y thuyét tap hop. Y tudng chung & day la
ta muoén lay hop ctia mot ho céc truong phan ra tuong ting vdi cac da
thic bat kha quy don khdéi trong F[X], nhung can phai tim mot cach
thiic thyc hien diéu nay ma cac tién dé cia ly thuyét tap hop cho phép.
Sau khi nhéc lai phat biéu ctia Bo dé Zorn, chiing ta sé phac thao ba 15
gidi ! cho van deé nay.

6.1. Bd dé Zorn

Dinh nghia 6.1.

(a) Mot quan he < tréen mot tap S 1a mot thit tu cuc bd néu né ¢ tinh
chat phén xa, bac cau, va phan ddi xing (e <bvab<a= a=D0).

ITén tai mot cach ty nhien mot sé khong dém duge cac trudng khong chita trong C. Vi duy,
trudng cac chudi Laurent hinh thic F((T)) trén mot trudong F khong dém duge ngay ca khi F' hitu
han.
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(b) Mot thit ty cuc bo 1a mot thit tu toan phan néu véi moi s,t € T,
hoac s <t hoac t < s.

(c) Mot chan trén ctia mot tap con 7' clia mot tap hop ¢ thit tu cuc
bo (S, <) 1a mot phan tii s € S ma ¢t < s véi moi t € 7.

(d) Mot phan t1 cuc dai ctia mot tap hop c6 thi tir cuc bo S 14 mot
phan tt s ma s < s’ = s = 5.

Mot tap hgp c6 thit tu cuc bo khong nhat thiét phai c6 phan tit 16n
nhat, vi dy, tap hop cac tap con hitu han ctia mot tap vo han dudc trang
bi thit tu bdi phép nhing, nhung né khong c¢6 phan tit 16n nhat.

Bo dé 6.2 (Zorn). Cho (S, <) la mot tap hop ¢ thi tu cuc b khdc rong
ma moi tap con cé thi tu toan phan cia né déu cé mot chin trén trong
S. Khi d6 S c6 mot phan ti lon nhat.

B6 dé Zorn ? tuong duong v6i Tien dé Chon, va do vay doc lap véi
cac tien dé khac cia 1y thuyét tap hop.

Nhan xét 6.3. Tap hop S cdc tap con hiu han cia mot tap vo han
khong mau thuan vdi Bo dé Zorn, vi né chia cdc tap con dugc sdp thi
tu toan phan nhung khong cé chdn trén trong S.

Meénh dé sau day la mot tng dung dién hinh ctia b6 dé Zorn - ching
ta sé stt dung ky hieu = dé béo hiéu ring két qua phu thuoc vao bd dé
Zorn (hoiic tuong duong, phu thuoc vao Tien dé Chon).

Meénh dé 6.4 (*). Moi vanh giao hodn A khdc 0 c6 mot idéan cuc dai
(nghia la, cuc dai trong so6 cdc idéan con thuc su ).

Chatng minh. Goi S 1a tap hop tat ca cac idéan thuc sy ciia A, duge sap
thit tu cuc bo bdi phép nhing. Néu 7' 1a mot tap hop cac idean dude sap
thit tur toan phan thi J = Ujerl lai 1a mot idéan, va né 1 idéan thuc sy
vinéu I € JthilelvéileT nao do, va I khong thé la idean thuc su.

2C4c binh luan sau day duge trich tit A.J. Berrick and M.E. Keating, An Introduction to
Rings and Modules, 2000: Tén ctia phéat biéu, mic dit dugc st dung rong rai (dau tien bai
Lefschetz), nhung van 16i cuén sy quan tam cta nhiéu nha st hoc (Cambell 1978). Nhu 14 mot
"nguyén ly cuc dai" né duge phd bién v dude st dung cho céac két qua dai s6 bdi Zorn nam 1935,
va ¢6 vé nhu 6ng khong biét dén cic st dung truée dé trong topo, dang chu y nhat Kuratowski
nam 1922. Zorn cho ring Artin 14 ngudi da nhan ra "bd d&8" thuc ra tuong duong véi Tien dé Chon
(xem Jech 1973). Déng gép ciia Zorn la quan sat thay bd dé phit hgp hon cho céc tng dung dai s6
nhu cia ta.



6.2. Chitng minh thi nhat vé sy ton tai cia bao dong dai so 121

Do vay J la mot chan trén ctia 7. Tt Bo dé Zorn, ta suy ra S c6 mot
phan tit cyc dai, n6 1a mot ideéan cyc dai trong A. O

6.2. Chitng minh thit nhit vé sy ton tai cia bao déng dai sb

(Bourbaki, Algebre, Chap. V, $4.) Mot F-dai s6 la mot vanh chia
F nhu 1a mot vanh con. Gia st (4;);e7 1a mot ho cac F-dai s6 giao hoan,
dinh nghia ®pA; 1a thuong ctia F-khong gian vecto véi co s6 [ [, Ai cho
cac khong gian con sinh béi cac phan tit c6 dang:

(z3) + (yi) — (2i), 6 A6 xj+y; = 2z; V6i j € I nao do va x; +y; # 2 Vi
moi i # j.

(z;) = a(y;) 6 d6 xj = ay; v6i j nao do6 trong I va z; = y; v6i moi
i .

(ibid. Chap. II, 3.9) N6 c6 thé dugc trang bi mot cau tric F-dai sb
giao hoan theo cach tir nhién nhat, va ton tai cac dong cau chinh tic
A; — ®pA; clia cac F-dai so.

V6i moi da thic f € F[X], chon mot truong phan ra Ey, va dat
Q = (®pEf)/M & d6 M la mot idéan cuc dai trong @pE; (ma su ton
tai cia M dudge ddm béo bdi bo dé Zorn). Cha y rang F C QrE; va
MNF =0. Do Q khong c6 idéan nao khac ngoai (0) va 2 nén né la mot
truong (xem 1.2). Hop thanh ctia cac F-dong cau Ef — @pE; — Q la
mot dong cau trudng nén 1a mot don anh. Vi f ché ra trong E; nén no
phai ché ra trong truong 16n hon Q. Bao déng dai s6 ctia F trong Q do
vay 1a mot bao dong dai s6 ctia F' (theo 1.44).

Ghi cha 6.5. Thuc ra, c¢é thé chi can liy Q = (@pE;)/M 6 dé f chay
trén tat cd cac da thic bat khd quy, monic trong F[X] va Ef la truong
mam F[X]/(f) ciia f (dp dung phdt biéu cia 6.7 dudi day).

6.3. Chitng minh thi hai vé su ton tai ctia bao déng dai s6

(Jacobson 1964, p 144). Theo 4.23, c6 the gia st F 1a vo han. Diéu
nay cho thay cac truong dai s6 trén F c6 cung lyc luong v6i F (ibid.
p143). Chon mot tap khong dém duge = gom cac e lugng 16n hon e
luong clia F, va dong nhat F véi mot tap hop con cia Z. Goi S 1a tap
hop céc bo ba (E,+,-) 6 d6 E C Z va (+,-) 1d mot cau tric truong trén
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E sao cho (E,+,-) chtta F nhu 1a mot truong con va dai s6 trén né. Ta
viét (E,+,-) < (E',+,") néu vé trai 1a trusng con ciia vé phai. Theo bo
dé Zorn, S c¢6 phan ti cyc dai, va sau d6 chiing t6 rang mot phan ti cuc
dai 1a dong dai s6. (Xem chi tiét tai ibid. p144)

6.4. Chitng minh thit ba vé su ton tai ctia bao déng dai s6

(Emil Artin.) Xét vanh da thic F[...,z,...] theo mot ho cac ky hiéu
zf, duge gan nhan boi cac da thic monic khéc hing f € F[X]. Néu 1
nam trong mot idéan I clia F[...,zy,...] sinh bdi cic da thic f(zf) thi

glfl(l’fl) + - +gnfn(:cfn) =1 (trong FI... s Tfy e 1)

v6i g; € F[...,zp,...] va cac da thitc monic khac hang f; € F[X] nao do.
Goi E 1a mot md rong ciia F ma moi f;,i = 1,...,n c6 mot nghiem c«;
trong E. Duéi F-dong cau F[...,zy,...] - E anh xa

Ty — oy

rf =0, fedf, . I}

quan hé trén tré thanh 0 = 1. T% mau thuan nay, ta suy ra 1 khong
thuoc 7, va do vay Ménh dé 6.4 ¢6 thé duge dp dung cho F[...,xy,...]/I
dé suy ra rang I dugc chia trong mot idéan cuc dai M cia Fl... oz, ]
Dat Q = F[...,zy,...]/M. Khi d6 Q la mot truong chita (mot ban sao
ctia) F ma moi da thitc khac hing trong F[X] ¢6 it nhat mot nghiem.
Lap lai qua trinh trén, nhung bt dau véi E; thay cho F dé thu dugc
truong Es. Tiép tuc theo cach d6 dé thu duge mot day céc truong

F=FyCFE CEyC...,

va dat F = U;E;. Khi d6 F 14 dong dai s6 bdi vi hé s6 ciia mdi da thiic
khac hing ¢ trong E[X] nam trong E; v6i mot ¢ nao do, va do vay g co
mot nghiém nam trong E;, 1. Nhu vay, bao déng dai s6 ciia F trong E 1a
mot bao dong dai s6 ctia F (1.46).

Ghi chi 6.6. Truong E dai so trén F. That vay, chi 4 rang Ey dudc
sinh bdi cac phan ti dai s6 trén F, va do vay né dai s6 trén F (ap dung
1.45). Tuong tu, By dai so trén Ey, va do vay trén F (dp dung 1.51b).
Tiép tuc nhv vay, ta thay rang moi phan t¢ cia moéi E; dai so trén F.
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Ghi chi 6.7. Thuc ra, Ey da la mot truong dong dai so (do vay la bao
déng dai s6 trén F). Diéu nay dudc suy ra tu khang dinh:

Cho Q la mot truong. Néu Q dai s6 trén mot truong con F va moi
da thic khdc hing so trong F[X] c6 mot nghiém trong Q, thi Q la
dong dai so.

DEé ching minh diéu nay, ta can chi ra rang moi da thic bat khd quy f
trong F[X] ché ra trong Q[X] (zem 1.44). Dau tién, gid si rang f tdach
duogc, va E la truong phan ra cia f. Theo Dinh ly 5.1, E = F|y] vdi v
thuoc E nao dé. Goi g(X) la da thitc t6i tiéu cia v tréen F. Khi dé g(X)
6 cac hé so trong I, va né c¢é mot nghiém B trong Q. Cd F[y] va F|B] déu
la cdc truong mam cia g, va do vay cé mot F-ding cau F[y] — F[8] C Q.
Vi f ché ra trén Flvy] nén no phdi ché ra trén Q.

Lap luan trén la ching minh day di néu F hoan hdo. Néu khong th
F ¢6 ddc so p #0, va ta dat F' la tap hop tat cd cdc phan ti z cia Q ma
2" € F vdi m nao dé. Dé thay rang F' la mot truong, va ta sé hoan tat
chitng minh bing bo dé sau khi ching té dugc rang: (a) F' la hoan hdo,
va (b) Moi da thic trong F'[X] c6 nghiém trong Q.

Ching minh (a). Gid st a € F' va b «" € F véi m nao dé. Da
thite XP™ — b ¢6 hé s6 trong F, va do viy cé nghiem o € Q, tu dong
ném trong F'. Bay gio o®" = a?", dan tdi o = a, bdi vi anh za ldy
thita p la don dnh trong cdc truong ddc so p.

Trude khi tiép tuc, ta chi § rang, vi Q dai so trén mot truong hoan
hdo F' mén bin than nd la hoan hdo: cho a € Q va g la da thic tos tiéu
clia a trén F'; néu XP — a bat kha qui trong Q[X], thi g(XP) bat khd qui
trong F'[X], nhung no khong tach dugc, va do la mot nghich ly. Ching
minh (b). Gid st f(X) € F'[X], dat f(X) = ,a; X", a; € F'. Vdim
nao do, da thitc ), aﬁ’mXi c6 hé so trong F, va do vay cé nghiem a € Q.
Vi Q hoan hdo, ta cé thé viét o = 8" vdi B € Q. Khi dé

F@P" = apy" =Y d"al =0,

7 7

va do vay § la mot nghiém cua f.
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6.5. Tinh (khéng) duy nhéat ctia cic bao déng dai s6

Dinh 1y 6.8 (*). Cho Q la mot bao déng dai s6 ciia F va E la mot md
rong dai so cia F. Khi dso ton tai mot F-dong cav E — Q, va, néu E
ciing la mot bao dong dai so cia F, thi moi dong cau dé la dang cdu.

Chitng minh. Dau tién, gid st E 1a sinh dém duge trén F; tic la E =
F{ai,...,ay,...}. Taco thé thac trién bing qui nap 4nh xa nhing F — Q
len Fla;] (4nh xa a; t6i mot nghiem bat ky clia da thiic téi tiéu ctia né
trong ), sau d6 thac trién téi Flo, as], v cit nhu vay (xem 2.2).

Trong truong hop khong dém dudc, ta diing bo dé Zorn. Ky hieu S 13
tap hop cac cap (M, pyr) v6i M 1la mot truong FF C M C E va ¢y la mot
F-dong cau N — Q. Viét (M, ¢p) < (N, pn) néu M C N va pn|M = ;.
Nhu vay S trd thanh mot tap hop dude sap thi tu cuc bo. Néu T 1a
mot tap con dudc sap thit tuy hoan toan cia S thi M’ = UyrerM 12 mot
truong con clia F va ta c6 thé xac dinh mot dong cau ¢ : M’ — Q bing
cach dat ¢'(z) = opr(z) néu x € M. Cap (M’',¢') 1a mot chin trén cia T
trong S. Vi vay, bo dé Zorn cung cap cho ta mot phan ti cuc dai (M, p)
trong S. Gia st rang M # E. khi d6 ton tai mot phan tt a € E,a & M.
Vi a dai s6 trén M, ta c6 thé 4p dung 2.2 dé mé rong ¢ lén M[a], didu
nay mau thuan véi tinh ciic dai ctia M. Do vay M = E, va ta hoan tat
ching minh cho phat biéu thi nhat.

Néu E doéng dai s6, thi moi da thitc f € F[X] ché ra trong E[X] va do
vay trong p(E)[X]. Cho o € Q va goi f(X) la da thiic téi tiéu clia o. Khi
d6 X — o 1a mot nhan tit ctia f(X) trong Q[X], nhung, nhu ta da thay,
f(X) ché ra trong ¢(E)[X]. Béi tinh phan tich duy nhat, ta suy ra riang
a € p(B). ]

Chitng minh trén la mot ting dung dién hinh ctia bé dé Zorn: mot
khi chiing ta biét lam thé nao dé thuc hien mot cai gi d6 trong mot tinh
hudng hitu han (hosic dém dugc), bo dé Zorn cho phép chiing ta lam diéu
dé trong trudng hop tong quét.

Nhan xét 6.9. Ngay cd doi vdi mot truong F hitu han, sé ton tai nhiéu
khong dém duge cdc dang cau tw mot bao dong dai sé6 dén bao dong dai
$6 khdc, khong ddang cdu nao trong sé6 dé la duge wu tien hon ding cdu
khac. Nhu vay, sé la rat tuy tién (mot cdch khong dém dugc) néu néi
rang bao déng dai sé cia F la duy nhat. Tat cd nhiing gi ta c¢é thé néi
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la: doi vdi hai bao dong dai s6 bat ky Q. cla F thi theo Bo dé Zorn,
ton tai mot F-ding cau Q — .

6.6. Bao doéng tach dugc

Cho Q la mot truong chita F, va £ la mot tap hgp cac truong trung
gian F C E C Q c6 tinh chat sau

(*) v6i moi Ey, B2 € ¢, ton tai E € € sao cho Ey, Fy C E.

Khi d6 E(€) = Uge-E 1a mot trudng con cia Q (va ta goi Uge.F 1a mot
hgp ¢6 hudng), bdi vi (*) cho thay moi tap hitu han cac phan ti ciia
E(E) déu chiia trong mot E € £, va do dé tich clia chiing, tong, ..., cling
nam trong E(&).

Ta ap dung nhan xét nay cho tap hgp cac truong con E hitu han va
tach dugce tréen F ctia Q. Do hop ctia bat ky hai truong con d6 lai hitu
han va tach dugc trén F (so sdnh v6i 3.14), ta thay rang hop L cla tat
ca cac truong con E nhu vay la mot truong con cua Q. Ta goi L la bao
dong tach dugc cua F trong Q. R6 rang, né tach duge trén F va moi
phan tit ciia Q tach duge tréen F déu nam trong L. Hon nita, vi mot md
rong tach duge ciia mot mé rong tach duge ciing la tach duge nén Q
thuan khong tach dugce trén L.

Dinh nghia 6.10.
(a) Mot truong Q duge goi 1a dong tach duge’® néu moi da thitc tach
duge khac hing trong Q[X] déu ché ra trong €.
(b) Mot truong Q2 duge goi 1a bao déng tach dugc® clia mot truong
con F néu né tach duge va dai s6 trén F va n6 déng tach duge.

Dinh 1y 6.11. (%)

(a) Moi truong deu cé6 mot bao déng tach dugc.

(b) Cho E la mot md rong dai so tach duge ciia F, va Q la mot bao déng
dai so tach dugc cia F. Khi dé ton tai mot F-dong cau E — Q, va
néu E cing la mot bao déng tach duoc ciia F thi moi dong cau nhu
vay la mot ding cau.

3separably closed
4separable closure
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Chitng minh. Thay "da thitc" v6i "da thiic tach duge" trong chiing minh
ciia dinh 1y tuong ng cho bao déng dai s6. Ciing c6 thée dat Q 1a bao
déng tach dude clia F trong mot bao déng dai s6, va ap dung cac dinh
Iy trude. ]

Ghi chi 6.12. Khong can thiét phdi ding toan bo Tién dé Chon dé
chitng minh su ton tai ctia cac bao déng dai s6 va tinh duy nhat cia ching
sai khdc ding cau, ma chi can mot tién dé yéu hon. Xem Banaschewski,
Bernhard. Algebraic closure without choice. Z. Math. Logik Grundlag.
Math. 38 (1992), no. 4, 3853-385.
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Md& rong Galois vo han

Trong chuong nay, ta sé st dung Tien dé chon. !
7.1. Nhém Topo

Dinh nghia 7.1. Mot tap hop G dugce trang bi mot cau tric nhéom va
mot topo duge goi 1a nhém tépé néu

(g,h) =~ gh:GxG— G,
g—g GG

déu 1a cac anh xa lién tuc.

Gid st @ 14 mot phan ti cia mot nhém topo G. Khi do
ar,: G 97 G lien tuc bdi vi né 1a hgp thanh cua

g—(a,g g,h)—gh
(a,9) (g:h)

G GxG G

Hon ntta, né 1a mot dong phoi véi nghich ddo 1a (a=1). Tuong tu,
ag: g — ga va g — ¢~ ciing déu la cidc dong phoi. Néi rieng, v6i moi
nhém con H cud G, 16p ké aH cia H md hoic déng néu H md hodc
déng. Vi phan bu ctia H trong G 1a mot hop ctia nhitng 16p ké nhu vay
nén diéu nay chi ra rang H déng néu n6é md, va né mdé néu né6 déng va
c6 chi s6 hitu han.

ITa cin gia st ring tién dé chon dé c6 cam gidc 1y thuyét Galois clia mé rong vo han. Vi du,
n6 phit hop 1y thuyét tap hop Zermelo-Fraenkel ring c6 mot bao déng dai s L ciia Q khong c6
tu ding ciu tam thuong. Xem: See: Hodges, Wilfrid, Lauchli’s algebraic closure of Q. Math. Proc.
Cambridge Philos. Soc. 79 (1976), no. 2, 289-297.
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Nhic lai ring mot co sd lan cdn cia mot diém z trong mot khong
gian topo X la mot tap hop cac can can N ma moi tap con mé U cua X
chita z sé chita mot phan tt N nao do6 ctia N.

Meénh dé 7.2. Cho G la mot nhém topo, va N la mot co sd lan cin cia
phan tii trung hoa e cia G. Khi dé *

(a) véi moi N1, Noy € N, ton tai N' € N sao cho e € N' C N1 N Ny;
(b) vdi moi N € N, ton tai N' € N sao cho N'N' C N;

(c) vdi moi N € N, ton tai N' € N sao cho N' C N7,

(d) véi moi N € N va g € G, ton tai N' € N, sao cho N' C gNg=;
(e) vdi moi g € G, {gN | N € N} la mot co sd lan can cia g.

Ngugc lai, néu G la mot nhom va N la mot tap hop khdc rong cdc tap
con cia G théa man (a,b,c,d), thi ton tei (duy nhat) mot topo trén G
théa man (e).

Chitng minh. Néu N 1a mot co sé lan can tai e trong mot nhém topo G,
thi (b), (c), va (d) lan lugt 1a cac hé qua cta tinh lien tuc cta (g, h) —
gh,g+— g1, vA h+— ghg™!, tuong ting. Hon ntta, (a) 1a he qua cta dinh
nghia va (e) dung do gy 1a mot dong phoi.

Ngudgce lai, xét N 1a mot tap hop khac rong cac tap con clia mot nhom
G thoa man céac diéu kién (a)-(d). Cha y réng tir (a) ta suy ra e nam
trong moi N thuoc V. Goi U 1a mot tap hgp cac tap con U cua G ma véi
moi g € U, ton tai N € N v6i gN c U. Tap hop rong va ban than G nam
trong U, va cac hop clia cac tap trong U nam trong U. Xét Uy, Us € U,
va g € Uy N Us; tut dinh nghia, ton tai N1, No € N v6i gNy, gNo C U. Ap
dung (a) ta thiy c6 mot tap N’ € N’ ma gN' C U; N Us, diéu nay chi ra
rang Uy N Uy € U. Két qua 1a cac phan ti clia U 1a cac tap md clia mot
topo trén G. C6 thé dé dang thiy ring né 1a topo duy nhat ma (e) duge
thdéa man.

Tiép theo ta sit dung (b) va (d) dé ching t6 rang (g,¢') — g¢' lien
tuc. Chu ¥ rang cac tap ¢g1N1 x gaNo tao thanh mot co s§ lan can cho
(g1,92) trong G x G. Do vay, néu cho mot tap mé U C G vA mot cap
(91,92) ma g1go € U, ta phai tim Ny, Ny € N ma g1 N1goNo C U. Do U

2V6i cac tap con S va S’ clia G, ta dat SS' = {ss' |s€ S,s' € S’} va S~ ' = {57! | s € S}.
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13 md nen ton tai mot tap N € N sao cho g1goN C U. Ap dung (b),
ta c6 mot tap N’ sao cho N'N' € N; khi d6 g1goN'N’ ¢ U. Nhung do
9192N'N" = g1(gaN'g; 1)g2N', nén ta chi can dp dung (d) dé dat duge mot
Ny € N sao cho Ny C gaN'g; .

Cubi ciing, ta sit dung (c) va (d) dé chiing t6 rang g — ¢~ ' lien tuc.
Cho mot tap mé U C G va mot g € G ma g~ € U, ta phéi tim mot tap
N € N sao cho gN c U~!. Theo dinh nghia, c6 mot tap N € N sao cho
g IN CcU. Tu d6 suy ra N~1g c UL, Theo (c) ta thay ton tai mot tap
N’ € N sao cho N'g c U~!, va theo (d) ta thiay c6 mot tap N” € N sao
cho gN" Cc g(g"*N'g) c UL ]

7.2. To6 p6 Krull trén nhém Galois

Nhéc lai (3.9) rdng mot md rong hitu han Q cta F 13 mot md rong
Galois trén F néu né chuan tic va tach dugce, nghia la néu moi da thic
bat kha quy f € F[X] c6 mot nghiém trong  thi c6 deg f nghiém phan
biét trong Q. Tuong tu, ta dinh nghia mot mé rong dai s6 Q cia F 13
Galois trén F néu né chuan tic va tach duge. Vi du, F5P la mot mé
rong Galois ctia F.. R6 rang 13 Q Galois trén F néu va chi néu n6 1a mot
hop ctia cac mé rong Galois hitu han.

Meénh dé 7.3. Néu Q Galois trén F, thi né la md rong Galois trén moi
truong trung gian M.

Chiing minh. Xét f(X) la mot da thic bat kha quy trong M[X] c6 mot
nghiém a trong Q. Da thiic tdi tiéu f chia hét g ( trong M[X]), n6 ciing
phai ché ra thanh cac nhan ti bac 1 trong Q[X]. O

Meénh dé 7.4. Cho Q la mot md rong Galois ciia F va E la mot truong
con cta Q chia F. Khi dé moi F-dong ciu E — Q déu thdc trién duogc
thanh mot F-diang cau Q — Q.

Chiing minh. Lap luan giéng nhu b dé Zorn nhu trong chitng minh ctia
Dinh 1y 6.8 cho ta thdy moi F-dong cau £ — Q md rong thanh mot
F-dong cau a : Q — Q. Xét a € Q, va f 1a da thic tdi tiéu cia n6 trén
F. Khi do6 © chtta chinh xac deg(f) nghiém ctia f nén «(f2) ciing vay. Vi
thé a € a(Q), suy ra « la toan anh. O
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Hé qua 7.5. Cho Q D E D F nhu trong Ménh dé trén. Néu E on dinh
dudi tac dong ciua nhom Aut(QY/F), thi E Galois trén F.

Chiing minh. Xét f(X) 1a mot da thic bat kha quy trong F[X], c6 mot
nghiém a € E. Do Q Galois trén F nén f(X) c6 n = deg(f) nghiém phan
biét ay,...,a, trong Q. C6 mot F-diang cau Fla] — Fla;] € Q bién a
thanh a; (ching déu la cdc trudng mam cia f), n6 md rong thanh mot
F-dang cau Q — Q. Do E on dinh du6i tdc dong ctia nhom Aut(Q/F)
nén a; € F. O]

Gia sit 2 1a mot mé rong Galois ctia F va G = Aut(Q2/F). V6i mdi tap
con S cua €, ta dinh nghia tap hop

G(S)={oceG|os=svéimoiseS}

Meénh dé 7.6. Co duy nhat mot cau tric nhom topo trén G sao cho cdc
tap G(S) tao thanh mot co sé lan cin cia 1. Doi vdi topo nay, cdc tdap
G(S) vai S la G-on dinh tao thanh mot co sé lan can cia 1 chita cdc
nhém con chuan tdc md.

Chitng minh. Ta sé chiing minh rang tap hop cac tap G(S) théa man
(a,b,c,d) trong 7.2. N6 théa man (a) vi G(S1) N G(S2) = G(S1 U Ss2). N6
théa méan (b) va (¢) vi mdi tap G(S) 1a mot nhém. Cho S la mot tap
con htu han cta Q. Khi d6 F(S) la mét mé rong hitu han ctia F, va do
vay chi c¢6 hitu han cac F-dong cau F(S) — Q. Ta thiy oS = 75 néu
o|F(S) = 7|F(S), diéu nay cho thay S = |J, ;S 1a hitu han. Bay gio
0S =S v6i moi o € G, va n6 dan dén G(S) chuan tic trong G. Do vay,
ocG(S)o~! = G(S) C G(S), diéu nay chiing minh (d). N6 cling chitng minh
khéng dinh thi hai. O

Topo tren Aut(Q/F) dugc xay dung trong ménh dé dugc goi 1a topo
Krull. Ta viét Gal(2/F) cho Aut(Q/F) véi topo Krull, va né duge goi
la nhém Galois cua Q/F. Nhém Galois ciia F5P trén F duge goi la
nhom Galois tuyét déi® cia F.

3Luu ¥ ring nhém Galois tuyet déi ctia F' chi xac dinh duy nhat sai khac mot tu ddng clu trong:
néu I’ 13 mot bao déng dai sb khac cta F; mot ding cAu F’' — F*°P sé xac dinh mot déng cu
Gal(F'/F) — Gal(F*** /F); mot déng cau thi hai F' — F®°P s& khac v6i ddng cAu thi nhat bai
mot phan t o ciia Gal(F*®/F), vi ding cau Gal(F'/F) — Gal(F*/F) ma né xac dinh sé khac
v6i déng cdu ban dau béi inn(o).
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Néu S 1a mot tap hitu han 6n dinh dusi G, thi F(S) la mot mé rong
hitu han ctia F 6n dinh dudi G va do vay Galois trén F (7.5). Vi thé,

{Gal(2/E)|E hitu han va Galois trén F'}
13 mot co sé lan can ciia 1 bao gdm céc nhém con chuan tic mé.
Meénh dé 7.7. Cho Q Galois trén F. Vi moi truong trung gian E hiu
han va Galois trén F, anh za
o o|E:Gal(Q/F) - Gal(E/F)

la mot toan dnh lien tuc (vdi topo roi rac trén Gal(E/F)).

Chiing minh. Xét o € Gal(E/F), va xem n6 nhu mot F-dong cau £ — Q.
Khi d6 o thac trién duge thanh mot F-dang cau Q — Q (xem 7.4), diéu
do6 chi ra rang anh xa trén 13 mot toan anh. V6i moi tap hitu han S céc
phan ti sinh ctia F trén F, Gal(Q/F) = G(9), chiing t6 nghich anh ctia
lgai(g/r) 1a m6 trong G. Béi tinh thuan nhat, dieu tuong tu ciing ding
cho moi phan t1t ctia Gal(E/F). O

Meénh dé 7.8. Nhom Galois G ciia md rong Galois Q/F la compact va
hoan toan khong lién thong. *.

Chiing manh. Trudce tien ta ching minh rang G 1a Hausdorff. Néu o # 7,
thi o~17 # 1¢, vi do vay né di chuyén mot vai phan tit ciia Q tigc 1a ¢
mot a € Q ma o(a) # 7(a). V6i moéi S chita a bat ky, oG(S) va 7G(S9)
khac nhau béi vi cac phan ti clia ching tac dong khac nhau lén a. Nhu
vay chung la céc tap con md phan biét cua G, tuong tng chita o va .

Tiép theo, ta chitng minh G compact. Nhu ta da chi y & trén, néu
S 1a mot tap hitu han 6n dinh duéi G, thi G(S) la mot nhém con chuan
tac ctia G, va n6 c6 chi s6 hitu han bdi vi né 13 hat nhan cta

G — Sym(S).

Do moi tap hitu han chita trong mot tap hitu han 6n dinh ® nén lap luand
trén chitng t6 rang anh xa

G — 11 G/G(S)

S hitu han, én dinh dudi G

4Theo Bourbaki, ta yéu ciu cac khong gian compact 13 Hausdorff. Mot khong gian topo 1a hodan
toan khong lién thong (totally disconnected) néu céc thanh phan lién thong citia né 1a cac tap
hop gdm dung mot diém.

SM&bi phan tii clia Q dai s6 trén F, va quy dao ciia né 13 tap hop cac lien hgp ctia né (cac nghiem
ctia da thitc t6i tidu clia né trén F)
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1a mot don cau. Khi ta cho [JG/G(S) cau tric topo tich, topo cam sinh
trén G 1a topo c6 tinh chat G(S) tao thanh mot co s6 1an can clia e va do
do la topo Krull. Theo dinh 1y Tychonoff, [[ G/G(S) la compact, va do
vay ta chi can chitng té G déng trong tich. V6i mdi S; C Ss, ¢6 hai anh
xa lien tuc [JG/G(S) — G/G(S;) 1a cac phép chiéu len G/G(S;) va phép
chiéu lén G/G(Ss) theo sau bdi anh xa G/G(S2) — G/G(S1). Ky hieu
E(S1,S2) la tap con déng ctia [[G/G(S) ma trén d6 hai anh xa trung
nhau. Khi d6 (g, g, £(S1,52) déng va bang anh cta G.

Cudi cting, v6i médi tap S hitu han, 6n dinh dusi G, G(S) 1& mot nhom
con md va do vay doéng. Do (G(S) = {1g} nén ta két luan rang thanh
phan lién thong cltia G chita 1g chi 1a {15}. Béi tinh thuan nhat, mot
phét bicu tuong tu ding cho moi phan tit ciia G. O

Ménh dé 7.9. Vi moi md rong Galois Q/F ta cé6 QG /F) —

Chatng minh. Moi phan tt clia Q/F nam trong mot mé rong Galois hitu
han ctia F, va do vay diéu nay suy ra tit tinh toan anh trong Ménh dé
7.7. ]

Ghi cha 7.10. C6 ménh dé ddo cia Ménh dé 7.8: moi nhém compact
hoan toan khong lién thong déu zuat hién nhu la mot nhom Galois clia
mot md rong Galois nao dé cia cic truong dic so 0 (Douady, A., Co-
homologie des groupes compact totalement discontinus (d’apres J. Tate),
Séminaire Bourbaki 1959/60, no. 189). Tuy nhién, khong phdi moi nhom
nhu vay sinh ra nhu mot nhom Galois tuyét doi ciia mot truong ddac so
0. Vi du, nhom Galois tuyét doi ciia mot truong dic so 0, néu hitu han,
phdi c6 cap bang 1 hodgc 2 ©.

7.3. Dinh Iy cd ban ciia Ly thuyét Galois vo6 han
Ménh dé 7.11. Cho Q Galois trén F, vdi nhom Galois G.

(a) Cho M la mot truong con cia Q) chita F. Khi dé Q Galois trén M,
nhom Galois Gal(Q/M) dong trong Q, va QM) — pr.
(b) Véi moi nhém con H cia G, Gal(Q/QH) la bao déng cia H.
5Dinh 1y (Artin-Schreier, 1927): Cho E 1a mot trudng déng dai s6 va F 13 mot trudng con thuc

su cia E v6i [E: F| < oo. Thé thi F déng thuc (real-closed) va E = F[/—1]. Xem, vi du, Jacobson
1964, Chapter VI.
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Chiing minh.

(a) Khang dinh thit nhat duge chitng minh trong (7.3). V6i mdi tap
con hitu han S ¢ M, G(S) la mot nhém con md ciia G, va vi thé
n6 dong. Nhung Gal(Q/M) = gy G(S), va do d6 né cling dong.
Phat biéu cudi bay gis dugc suy ra tit (7.9).

(b) Vi Gal(Q/Q) chita H va déng, né phéi chia bao déng H cta H.
Mat khac, cho o € H\ H; ta phai chitng minh riang o di chuyén mot
vai phan tit ctia Q. Béi vi ¢ khong ndm trong bao déng cia H,

o Gal(Q/E)NH = @
v6i mot md rong Galois F nao dé cia F trong Q (bdéi vi cac tap hop
Gal(Q2/E) tao thanh mot co s6 lan can cia 1; xem 6 trén). Ky hiéu
¢ la toan anh Gal(Q/F) — Gal(E/F). Khi d6 o|E ¢ ¢H, va do vay
o di chuyén mot sé phan tit ctia B ¢ Qf (ap dung 3.11b).
O

Dinh ly 7.12. Cho Q Galois trén F vdi nhom Galois G. Cac anh za
He— QM Gal(Q/M)

la cdc song anh nghich ddo ciua nhau gita tap hop cic nhéom con dong
cua G va tap hop cac truong trung gian gita Q va F:

{cdc nhom con dong cia G} < {cdc truong trung gian F C M C Q}.
Hon niia,
(a) tuong ting lam ddo quan hé bao ham: Hy D Hy <= Q1 c Oz,

(b) mot nhém con déng H cia G la md néu va chi néu QF c6 bac hitu
han trén F, trong truong hop dé (G : H) = [Q . F);

(¢c) cHo™! alH, nghia lo Q°Ho ' = 4(Qf); Gal(Q/oM) =
o Gal(Q/M)o™;

(d) mot nhém con dong H ciia G la chudn tdc néu va chi néu Q¥ Galois
trén F, trong truong hop dé Gal(Q" /F) ~ G/H.
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Chitng minh. D&i v6i phat bicu dau tién, ta phai ching minh ring H —
Qf va M — Gal(Q/M) la céc anh xa nghich dao.

Xét H 1la mot nhém con déng ciia G. Khi d6 Q Galois trén Q7 va
Gal(Q/QH) = H (xem 7.11).

Xét M la mot truong trung gian. Khi d6 Gal(2/M) la mot nhém con
dong ciia G va QGAQ/M) — AT (xem 7.11).

(a) Hién nhién ta co:
Hy D Hy = Q' ¢ Q2 — Gal(Q/QH1) 5 Gal(Q/Q).
Nhung Gal(Q/Q) = H; (xem 7.11).

(b) Nhu ta da nhan xét truéc day, mot nhom con dong chi s6 hitu han
trong mot nhéom topo luon luén mé. Do G compact nén ngudgce lai,
mot nhém con mé ciia G luén c6 chi sé hitu han. Xét H 14 mot
nhoém con nhu vay. Anh xa o — o|Q¥ xéc dinh mot song anh

G/H — Homp(Q7 Q)
(4p dung 7.4) tit d6 suy ra diéu phai chitng minh.

(c) V6i 7 € G vi a € Q, Ta = a <= o170 '(0a) = ca. Do vay,
Gal(Q/oM) = 0 Gal(Q/M)o~!, nén o Gal(Q/M)o~! <+ oM.

(d) Gia st H « M. Tit (c) ta suy ra rang H chuan tac néu va chi néu
M on dinh duéi tac dong ctia G. Nhung M o6n dinh duéi tac dong
clia G néu va chi néu né 1a hop clia cac md rong hitu han ctia F on
dinh dudéi G nghia la hgp ctia cac md rong Galois hitu han cia G.
Ta vita quan sat rang mot md rong la Galois néu va chi néu né la
hop ciia cac mé rong Galois hitu han.

]

Nhan xét 7.13. Giong nhu trong truong hop hitu han (3.17), ta cé thé
suy ra cdc phdt biéu sau.

(a) Cho (M;)icr la mot ho (c6 thé vo han) cdc truong trung gian, va gid
st H; <> M;. Ky hiéu [] M; la truong nhé nhat chia tat cd cac M;;
khi d6 vi (,c; Hi la nhdm con (ddng) lon nhat chita trong tat cd H;
nen,

Gal(Q/ [ [ M) = () H.

el
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(b) Gid st M < H. Khi dé nhém con chudn tdc (déng) lén nhat chita
trong H la N = (,0Ho™ (¢f. GT 4.10 ), va do dé QV, la hop
thanh ctia cdc truong oM, la md rong chuan tic nhé nhat chia M.

Meénh dé 7.14. Cho E va L la cdc md rong truong cia F chia trong
cting mot truong nao dé. Néu E/F Galois, thy EL/L va E/ENL Galois,
va anh xa

o o|E:Gal(EL/L) — Gal(E/ENL)

la mot dang cau cua cic nhom topo.

Chiing manh. Trude hét ta ching minh anh xa 1a lien tuc. Dat G; =
Gal(EL/L) va Go = Gal(E/E N L). V6i mdi tap hitu han S cac phan tu
cua E, nghich anh cia Go(S) trong G; 1la G1(5).

Ta tiép tuc chitng minh ring 4nh xa la mot ding cau nhém (bé qua
cau tric topo). Nhu trong truong hgp hitu han, n6 1a mot don cau (3.18).
Goi H 13 anh clia anh xa. Khi d6 truong bat dong ctia H 1a EnN L, diéu
do6 suy ra rang H tru mat trong Gal(E/E N L). Nhung H déng bdi vi
n6 la anh lién tuc ctia mot khong gian compact trong mot khong gian
Hausdorff, va vi thé H = Gal(E/ENL) .

Cubi cung, ta ching minh rang né la mdé. Mot nhém con md cia
Gal(EL/L) 1a déng (nén compact) c6 chi s6 hitu han; vi thé dnh ctia n6
trong Gal(E/E N L) compact (va do d6 déng), c6 chi sé hitu han, va do
vay md.

[]
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Hé qua 7.15. Cho Q la mot truong dong dai s6 chia F, va cho E va
L nhu trong Ménh dé. Néu p: E — Q va o: L — Q la cic F-dong cau
ma p|ENL = o|ENL, th ton tai mot F-dong cau 7: EL — Q sao cho
TIE=pvart|L=o.

Chatng minh. Theo (7.4), o thac trién duge thanh mot F-ddng cau s :
EL — Q. C6 s|[ENL = p|ENL, ta c6 thé viét s|E = poe véie € Gal(E/ENL)
ndo d6. Theo Ménh dé,ton tai duy nhat mot e € Gal(EL/L) sao cho
e|E =¢e. Xac dinh 7 = soe™ L. ]

Vi du 7.16. Cho Q la mét bao déng dai so ciia truong hitu han F,. Khi
dé G = Gal(Q/F,) chiia mot phan tii Frobenius chinh tdc, o = (a v+ aP),
va né dudge sinh bdi phan ti& nay nhu la mot nhom topo tic la G la bao
déng cia (o). Bay ¢io ta sé zdac dinh cau tric cia G.

Trang by cho Z. mot topo sao cho cac nhom nZ, n > 1 tao thanh mot
hé co sd cdc lan can cia 0. Nhu thé thi hai so nguyén la gan nhau néu
hiéu cta ching chia hét cho mot so nguyén lén.

Giong nhu vdi mot nhém topo bat ki, ta coé thé lam day’ Z trong topo
nay. Mot day Cauchy trong Z la mot day (a;)i>1, a; € Z, théa man cdc
dieu kién sau day: vdi n > 1, ton tai mot s6 nguyén N sao cho a; = a;
mod n vdi moi i,j > N. Ta néi mot day Cauchy trong Z la tam thuong
néu a; — 0 khi i — oo tic la néu véi moi n > 1, ton tai mot s6 N ma
a; =0 mod n vdi moi i > N. Cac day Cauchy lap thanh mdt nhom giao
hodn, va cdc day Cauchy tam thuong tao thanh mot nhém con. Ta dinh
nghia 7. la thuong ciia nhém thit nhét cho nhém thit hai. N6 c¢6 mot céu
tric vanh, va dnh za bién m € Z thanh day hang m,m,m, ... dong nhat
Z vd1 mot nhom con cua Z.

Cho o € Z duge biéu dién bdi day Cauchy (a;). Han ché cia phan
i Frobenius o lén Fyn ¢6 cip n. Vi thé (o|Fpn)% doc lap vdi i néu né
di lon, va ta cé thé dinh nghia o® € Gal(Q/F,) sao cho vdi mdi n,
0 Fpn = (0|Fp)% vdi moi i di lon (phu thudc vao n). Anh za o —
0% 7 — Gal(Q/F,) la mot dang cdu.

Nhém Z khong dém duoc. Vi phan lon cac nha gidi tich thi né khd
khé hiéu - cdc thanh phan lién thong cia né la cdc tap mot diem. Vi
cac nha lyj thuyét so thy dieu nay kha tu nhién - dinh lj s6 du Trung hoa

“complete
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chi ra rang né dang cau vou Hp nguyen 16 Lp 0 do Zy la vanh cac so nguyén
p-adic.

Vi du 7.17. Goi Q% la bao déng dai s6 cia Q trong C. Gal(Q¥/Q) la
mot trong nhing doi tuong co bin, va khong thé tiép can duge cia todn
hoc.Nguoi ta tin rang moi nhém hiu han déu cé thé zem la mot nhom
thuong ciia né. Dieu nay da duoc biét, vi du, vdi S, va moi nhém don
sporadic ngoai tri Mag. Xem (5.42) va mo80359.

Mat khde, ta hiéu duoge Gal(F®/F) ¢ dé F c Q% la mot md rong hitu
han cia Q va F la hop cia tat cd cic md rong abel hiu han cia F
chita trong Q%. Vi du, Gal(Q®/Q) ~ Z*. Day chinh la lj thuyét truong
I6p abel - zem gido trinh cia toi vé Class Field Theory.

Ghi cha 7.18. Mot tuong wng Galois don la mot hé bao gom hai tap
hop dugc sdp thit tu cuc bo P va Q va cdc dnh za nguoc chicu f: P — Q
va g: Q@ — P sao cho gf(p) > p vdt moi p € P va fg(q) > q vdi moi
q € Q. Thé th fgf = f, bdi vi fg(fp) > fp va gf(p) > p suy ra rang
flafp) < f(p) vdi moi p € P. Tuong tu, gfg =g, va tw dé suy ra f va g
xdc dinh mot tuong ing 1 — 1 gitdta cac tap hop g(Q) va f(P).

Doi vdi moi md rong Galois Q ciia F, ta thu duge mot tuong ing
Galois bing cdach lay P la ta hop cdac nhém con cia Gal(Q/F) va Q la tap
hap cdc tap con cia Q, va dat f(H) = QF va g(S) = G(S). Do vay, dé
chitng minh tuong ing 1 —1 trong dinh lj co ban, ta chi can zdc dinh cdc
nhom con dong chinh la cic dnh qua g va cac truong trung gian chinh la
cac dnh qua f. Dieu nay da dugc lam trong (7.11).

7.4. Nhoém Galois xem nhu gidi han ngugc

Dinh nghia 7.19. Mot thit tu cuc bo < trén mot tap hop I duge goi la
duoc dinh huodng, va cap (I, <) dudc goi la mot tap hop duoc dinh
hwdng, néu v6i moi 4,j € I ton tai mot k € I sao cho i, < k.

Dinh nghia 7.20. Cho (7, <) 1a mét tap duge dinh huéng, va C' la mot
pham tru (vi dy, pham tru cdc nhém va cac dong cau, hay pham tru cac
nhém topo va cac dong cau lién tuc).

(a) Mot hé nguge trong C duge danh s6 bai (I,<) 1a mot ho (A;)ier
cac vat clia C va mot ho (p/: A; — A;)i<; céc cau xa théa méan
pi=1dg, Vépgopé‘? = p¥ v6i moi i < j <k.
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(b) Mot vat A cia C cling v6i mot ho (pj: A — Aj)jer cac cau xa thoa
man pg op; = p; v6i moi ¢ < j dudc goi la mot gidi han nguoc cua
hé trong (a) néu nd c6 tinh chat phd dung sau day: véi moi vat B
va ho (¢;: B — Aj) cic ciu xa sao cho pl o g; = ¢; v6i moi i < j, ton
tai duy nhat mot cau xa r: B — A ma pjor = ¢; véi j,

4i bi A;

RO rang, gidi han nguge (néu ton tai), duge xac dinh duy nhat
bdi diéu kien tren, sai khac duy nhat mot déng cu. Ta ky hieu la
lim(A;,p]), hay chi don gian la lim A;.

— —

Vi du 7.21. Cho (Gi,p}: Gj — Gi) la mot he nguge cic nhém. Dat
G ={(g) € [[Gilpl(g) = gi vdi moii < j},

va pi: G — Gy la dnh za chiéu. Khi do pg op; = p; chi don thuan la phuong
trinh pz(gj) = g;. Néu (H,q;) la mot ho thi hai sao cho pg °qj = ¢. Anh
cta dong cau

hi (qi(h): H— ] G
nam trong G, va dé la dong cau duy nhat H — G dnh zq q; tdi p;. Vi thé

(G,pi) = lim(Gi ).

Vi du 7.22. Cho (Gi,pg: G; — Gi) la mot hé nguoc cac nhom topo va
cac dong cau lien tuc. Khi dugc trang bi topo tich, [[Gi trd thanh mot
nhom topo

G={(g) € HGi | Pl (g;) = gi vdi moi i < j},
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va G trd thanh mot nhém con topo vdi cau tric khong gian topo con.
A'nh za chiéu p; lién tuc. Néu H la (H,q) la mot ho thi hai sao cho
ploq; = g¢;. Dong ciu

hi (qi(h): H— ][ G

lien tuc vi cdc hop ciua né vdi cdc dnh wa chiéu la lién tuc (do tinh
pho dung ctia tich). Do vay H — G lién tuc, va dieu nay ching té rang

Vi du 7.23. Cho (Gi,pfz G; — G;) la mot heé ngugc cac nhom hitu han,
va xem né nhu mot hé ngudc cic nhom topo bang cich cho moi G; mot
topo roi rac. Mot nhom topo G zuat hién ti mot gidi han nguoc clia mot
hé nhu thé duoc goi la hau hiu han®.

Néu (z;) ¢ G, gid sit pl°(zj,) # 4y, th

G N {(gj) | 950 = Tjo5 Gio = Iio} = .

Do tap hop thit hai la mot lan cin md cia (z;), diéu nay chi ra rang G
dong trong [[ Gi. Theo dinh ly Tychonoff, [ Gi la compact, va do vay G
cting compact. Anh za p;: G — Gy lién tuc, va hat nhan cia no U; la mot
nhém con md chi so hitu han trong G (va do dé la déng). Vi U; = {e},
thanh phan lién thong ciia G chita e chi cé {e}. Bdi tinh thuan nhat, diéu
tuong tu cing ding cho moi diém cia G: cdc thanh phan lien thong cla
G la cdc tap mot diém, G hoan toan khong lien thong.

Ta vita ching minh rang mot nhém hau hitu han la compact va hoan
toan khong lién thong. Viéc chiing minh chiéu nguoc lai danh cho ban
doc nhu mot bai tap °.

Vi du 7.24. Cho Q la mot md rong Galois cua F. Hop thanh ciua hai
md rong Galois htu han trong Q lai la mot md rong Galois hitu han, va
do vay cac md rong con Galois hitu han ciua Q ldp thanh maot tap duoc
dinh hudng I. Véi moi E trong I ta ¢c6 mot nhém hitu han Gal(E/F), va
v6i méi E C E' ta c6 mot dong cdu han ché p% . Gal(E/F) — Gal(E/F).
Nhu vay, ta thu dugc mot hé ngugc cac nhom hidu han (Gal(E/F),pgl)
ddanh s6 bdi 1.

8Mot gi6i han ngugce ciing dugce goi 14 mot gidi han xa 4nh (projective limit). Do vay mot nhém

hau hitu han 14 mot giéi han xa anh ctia caic nhém hitu han.
9Cu thé hon, né la Bai tap 3 tiét 7 ctia Chuong 3 trong General Topology ciia Bourbaki
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V6i méi E, c6 mot dong cau han ché pg: Gal(Q/F) — Gal(E/F) va,
bdi tinh pho dung ciia gidi han ngudc, cic anh xa nay xdc dinh mot dong
cau

Gal(Q/F) — 1<i£1Gal(E/F).

Anh za nay la mot dang cdu cia cac nhém topo. Day la mot phdt biéu
lai ctia nhing gi ta da trinh bay trong ching minh cia (7.8).

7.5. Cac nhém con khéng mdé chi s6 hitu han

Ta ap dung bo dé Zorn 0 dé xay dung mot nhém con khong mé chi s6
hitu han trong Gal(Q*/Q) '!.

Bo dé 7.25. Cho V la mot khong gian vécto vo han chiéu. Véi moi
n > 1, ton tai mot khong gian con Vi, ciia V sao cho V|V, c6 so chiéu n.

Chiing minh. B dé Zorn chi ra ring V chita céc tap con doc lap tuyén
tinh cyc dai, va vi thé sit dung cac lap luan thong thuong, mot tap con
nhu vay sinh ra V, néi cach khac n6 la mot co s6. Chon mot co sé, va
14y V,, 1a khong gian con sinh béi tap hop thu duge sau khi bé di n phan
tu tir co s6. [

Ménh dé 7.26. Vdi moi n > 1, nhom Gal(Q%/Q) c6 cdc nhém con
chudn tic khong md chi s6 2".

Chaing minh. Goi E la trudng con Q[v—=1,v2,...,/p,...], p nguyén to,
cua C. V6i moi p,
Gal(Q[v -1, V2, ..., Vv1]/Q)
1A mot tich cac ban sao cla Z/2Z danh s6 bdi tap hop
{cac s6 nguyen t6 < p} U {oo} (4p dung 5.32; ciing xem thém 5.51b).
Do
Gal(E/Q) = lim Gal(Q[v —1, V2,..,vpl/Q),

0Diéu nay thuce sy can thiét - xem mol106216.

1Pidu nay trai ngude vdi: " ... khong duge biét, tham chi khi G = Gal(Q.Q), liéu moi nhém con
chi s hitu han trong G 13 md; day 1a mot s6 van dé lién quan t6i nhitng bai toan chua giai duge, tat
ca déu dudng nhu rat kho". Swinnerton-Dyer, H. P. F., A brief guide to algebraic number theory.
Cambridge, 2001, p133
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nén no6 1a tich tryc tiép clia cac ban sao cia Z/27 danh sd bdi cac sb
nguyén t6 [ clia Q (gom [ = o) vdi cau tric topo tich. Dit G = Gal(E/Q),
va

H ={(a;) € G| gy =0 v6i moi nhung httu han [}.

Day la mot nhém con ctiia G (Cu thée hon, n6 1a mot tong truc tiép cla
cac ban sao ctia Z/27 danh sé béi cac s6 nguyeén t6 ciia Q), va né tru
mat trong G bdi vi 2 r6 rang 14 moi tap con md ctia G déu chita mot
phan tt ctia H. Ta c¢6 thé xem G/H nhu mot khong gian vécto tren Fy
va ap dung bo dé dé dé thu dude duge cac nhém con G, c6 chi s6 2
trong G chita H. Néu G, mé trong G, thi né déng, mau thuan véi viec H
trit mat. Do d6, G, khong md, va nghich anh trong Gal(Q*/Q) 14 nhom
con '? théa man yéu cau. O

Ghi cha 7.27. Cho G = Gal(Q¥/Q). Ta da chi ra trong chiing minh
trén rang c6 mot nhom con chudan tic dong N = Gal(Q%/E) cia G ma
G/N la mot khong gian vécto trén Fy khong dém dugc. Kij hiéu (G/N)Y
la khong gian doi ngau ciia khong gian nay (cing khong dém dugc). Moi
phan ti khdac khong f € (G/N)V zdc dinh mot toan dnh G — Fy ma hat
nhan cia né la mot nhém con chi s6 2 cia G. Cdc nhom con nay la phan
biet, va do vay G c6 mot so khong dém duoc cdac nhom con chi so 2. Chi
c6 mot s6 dém dugc cac nhom con trong ching md boi vi Q chi c6 mot
50 dém dugc cac md rong bac hai trong mot bao dong dai s6 co dinh.

Ghi cha 7.28. Cho G la mot nhom hau hitu han va hitu han sinh nhu mot
nhém topo. Mot dinh lyj khé mdi duoe ching minh gan day phdt biéu ring
moi nhém con chi s6 hitu han trong G la md (Nikolov, Nikolay; Segal,
Dan. On finitely generated profinite groups. 1. Strong completeness and
uniform bounds. Ann. of Math. (2) 165 (2007), no. 1, 171-238.)

12Cho (a;) € G; thi day
(00,0,0,0,...), (A0, a2,0,0,...), (G0, a2,a3,...),...

trong H hoi tu vé (a;).

13Nghich 4nh khong mé béi vi moi déng ciu lién tuc tit mot nhém compact t6i mot nhém tach
dugc 1a mé. Hodc ¢6 thé 1lap luan nhu sau: néu nghich anh 1a mé, thi trudng bat bién ctia no sé la
mot md rong khong tam thudng E cta Q trong Q[v—1,v2, ..., \/D; - - -], nhung khi d6 E sé bi gi@t
cb dinh béi G,,, tri mat
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Ly thuyét Galois ctia dai sb étale

Déi véi Grothendieck thi viéc phan loai cac md rong truong bang cac
nhom Galois, va viéc phan loai cac khong gian phtu bdéi cac nhém co ban
13 hai khia canh clia cing mot 1y thuyét. Trong chuong nay, ta sé dién
dat lai 1y thuyét Galois c6 dién theo quan diém ctia Grothendieck. Toi
mic dinh réng ban doc da quen thuoc véi ngon ngit clia 1y thuyét pham
tru (Wikipedia: Category theory; Equivalence of categories).

Trong sudt chuong nay, F 1a mot truong, tat ca cac vanh va cac F-dai
s6 déu giao hoan, va mic dinh cac tich tenxo dudc lay trén F. Mot F-dai
s6 A 1a hitu han néu n6 1a hitu han sinh khi xem nhu mot F-module.

8.1. Nhac lai mot sé két qua trong dai s6 giao hoan

Ta sé can t6i két qua co ban sau day trong dai s6 giao hoan.

Hai idéan I va J trong mot vanh A dugc goi ld nguyén té cliing
nhau néu I + J = A. Vi dy, hai idéan cuyc dai phan biet bat ky déu
nguyén t6 cting nhau.

Dinh 1y 8.1. [Dinh Iyj phan du Trung Hoa] Cho I, ..., 1, la cdc idéan
ctia mot vanh A. Néu I; nguyén té6 cing nhau vdi I; vdi moi i # j, thi
anh xa

a—(...,a+1...): A=A/} x - x A/L, (8.1)
la mot toan dnh vdi hat nhan [[I; (do vay [[1; = NI;).

Chiing minh. CA 2.12. ]

Dinh ly 8.2. /[Nullstellensatz manh] Cho I la mot idéan trong vanh da
thite F[X1,...,X,] va Z(I) ki hiéu la tap cdc khong diém cia I trong



8.2. Dai s6 étale trén mot truong 143

(Fahyn. Néu mot da thic h € F[X1,...,X,] triét tieu tren Z(I), thi mot
liy thita nao dé cia né nam trong I.

Chiing minh. CA 12.8. ]

Can' ctia mot idéan I trong mot vanh A 1a tap hop cac phan tit f € A
ma f" € I v6i n € N nao d6. N6 lai la mot idéan, va la can ctia chinh no.
Can lay linh? N clia A 1a cin clia idéan (0). N6 bao gom cac phan
tit liy linh trong A. Néu N = 0, thi A dugc goi 13 rat gon °.
Meénh dé 8.3. Cho A la mot F-dai so hitu han sinh, va I la mot idéan
trong A. Can cua I la giao cia cic idéan cuc dai chia no:

rad(I) =n{M | M C I,M cuyc dasi}.

Néi rieng, A la rit gon néu va chi néu N{M | M cuc dai} = 0.

Chiing minh. B&i su tuong tng gitta cac idéan trong mot vanh va
trong mot thuong ciia vanh, ta chi can ching minh diéu nay cho
A= F[X1,... A,

Bao ham rad(I) ¢ n{M | M D> I, M cuyc dai} ding trong mot vanh
bat ky (bdi vi cac idean cuc dai 1a radical va rad(I) la idéan radical bé
nhat chia I).

Véi chiéu nguoc lai, cho h nam trong tat ca cac ideéan cic dai chita I,

va cho (ay,...,a,) € Z(I). Anh ciia cac anh xa
e flar,..an) s F[X1,..., X,] = FY

12 mot vanh con ciia F® dai sb trén F, va do vay 1a mot truong (xem
1.31a). Do vay, hat nhan ctia 4nh xa la mot idéan cuc dai, chia I, va vi
thé chita h. Diéu nay chi ra rang h(aq,...,a,) = 0. St dung dinh 1§ manh
Nullstellensatz ta dugc h € rad(I). ]

8.2. Dai sb étale trén mot trudng

Dinh nghia 8.4. Mot F-dai s6 A chéo héa dudc néu né dang cau véi
dai s6 tich F" v6i n nao d6, va né dude goi la étale’ néu L ® A chéo hoa

radical

Znilradical

3reduced

4Day 1a mot thuat ng@ ctia Bourbaki. Trong tiéng Phép, étale nghia 1a ding, ding, nhu triéu
dimng.
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duge dbi voi mot trudng L nao dé chita F. Bac [A : F] ciia mot F-dai s6
hitu han 13 s6 chiéu ctia n6é xem nhu mot F-khong gian vécto.

Cho A 1a mot F-dai s6 hitu han. V6i moi tap hitu han S cac idean cuc
dai trong A, dinh 1y phan du Trung Hoa (8.1) chi ra rdng anh xa A —
[13es A/M la mot toan anh v6i hach NyregM. N6i riéng, |S| < [A: F],
va do vay A chi ¢6 hitu han cac idéan cuc dai. Néu S 1a tap hop tat ca
cac idéan cyc dai, thi NyegM 1a can Iy linh N clia A (8.3), va vi thé
A/N la mot tich hitu han cta cac truong.

Meénh dé 8.5. Cdc diéu kien sau day trén mot F-dai so6 hitu han A la
tuong duong:

(a) A étale;
(b) L® A la rit gon vdi moi truong L chia F;

(c) A la mot tich cic md rong truong tich duge cia F.

Chiing minh.

(a) = (b). Gia st L 1a mot trudng chita F. Theo gia thiét c6 mot
truong L' chita F ma L' ® A chéo héa duge. Lay L” 13 mot truong
chita (cdc ban sao ctia) cd L va L' (chang han, 1dy L” 1 thuong clia
L ® L' béi mot idean cyc dai). Thé thi L” ® A = L” @1 L' ® A chéo
héa duge, va anh xa L® A — L” ® A xac dinh bdi phép nhing L —
la don anh, va do vay L ® A reduced.

(b) = (¢). Anhxa a — 1®a: A — L®Ala don 4nh nén néu L® A rit
gon, thi A ciing vay. Thao luan phia trén chi ra ring né6 14 mot tich
hitu han cac truong. Gia st F’ 1a mot trong cdc nhan t1t ctia A. Néu
F' khong tach dugc, thi F c6 dic sd p # 0 va vi thé c6 mot phan
tlt w ctia F ma da thitc t6i tiéu clia n6 c6 dang f(XP?) véi f € F[X]
(xem 3.6). Chon L la trudong chita F sao cho tat ca cac he s6 ctua f
14 cac liiy thita p ctia L. Thé thi

L& Flu] ~ L@ (FIX]/(f(X"))) = LIX]/(f(X?)),

khong rat gon bdi vi f(XP) 1a mot liy thia p trong F[X]. Vi thé
L ® A khong rat gon.
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(¢) = (a). Ta c6 thé gia si raing A la mot md rong trudng tach
dugce ctia F. Theo Dinh 1y phan tit nguyen thiy (5.1), ta biét rang
A = F[u] v6i u nao d6. Béi vi F[u] tach duge trén F nén da thic toi
ticu f(X) clia u tach dude, ¢ nghia la

PO =TI —w), wi#wy véii#
trong mot truong phan ra L cta f. Bay gio,
L® A~ L F[X]/(f)~LIX]/(f),

va theo Dinh 1y phan du Trung Hoa (8.1),

LIXJ/(f) ~ [ [ LX)/ (X = ws) ~ L -+ x L.

[]

Hé qua 8.6. Mot F-dai s6 A étale néu va chi néu F*P @ A chéo héa
duoc.

Chiing minh. Ching minh (c) suy ra (a) trong (8.5) chi ra rang L ® A
chéo héa dugc néu mot sd da thitc tach duge ché ra trong L. Theo dinh
nghia, tat ca cac da thic tach duge ché ra trong Fse?. ]

Vi du 8.7. Cho f € FIX], va A= F[X]|/(f) f=T[f"™ ¢ dé f; bat kha
qui va phan biét. Theo dinh ly phan du Trung Hoa (CA 2.12)

A= [T/,

F-dai s0 F[X]/(f™) la mot truong néu va chi néu m; = 1, trong truong
hop nay noé la mot md rong tach duge ciia F néu va chi néu f; tach dudc.
Vi thé A la mot F-dai so étale néu va chi néu f la mot da thic tdich
duoc.

Ménh dé 8.8. Cidc tich hiu han, tich tenzo, va cdc thuong cia cdc
F-dai s6 chéo héa dugc (étale) la chéo héa duge (tuong ting, étale).

Chitng minh. Day la diéu hién nhién vé6i cac dai s6 chéo héa duge, va noé
dudc suy ra tit cac dai so étale. ]
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Hé qua 8.9. Hop thanh cia mot tap hitu han cdc dai s6 con étale ciia
mot F-dai so la étale.

Chitng minh. Cho A; 1a cac dai sd con étale ctia B. Thé thi A;... A4, 1a
anh cta cac anh xa

R Rap—=ar...ap: AR R A, > B,
va do vay la mot thuong cia A1 ® --- ® A, ]

Ménh dé 8.10. Cho A étale trén F, va F' la mot truong chia F. Khi
do F' @ A étale trén F'.

Chitng minh. Cho L thdéa man L® A ~ L™, va cho L’ 1a mot truong chira
(cac bén sao clia) ca L va F'. Thé thi

I'op (FFoA)~LU@A~L o, (Lo A)~L @ L™~ (L')™.
[

Nhan xét 8.11. Cho A la mot dai so étale trén F, va viét A nhu la mot
tich cac truong, A =[], Ai. Mot phan ti sinh o cia A nhu la mot F-dai
s6 la mot bo (o) vdi moi «; la mot phan tii sinh cia A; nhu mot F-dai
s0. Bdi vi moi A; tach dugc trén F, nén o nhu vay ton tai (5.1). Chon
mot o nhu thé, va lay f =[], fi la tich cdc da thic toi tiéu clia o. Thé
thi f la mot da thitc don khdi ma cdc nhan ti bat khd quy cia né tdach
duoc.

Nguoc lai, cho f la mot da thitc don khdi ma cdc nhan ti bat kha quy
ciia n6 (fi)i tach duge. Thé the A < 1. FIX)/(f:) la mot dai s6 étale
trén F vdi mot phan ti¢ sinh chinh tdc.

Bing cdach nay, ta thu duge tuong ing 1 —1 gitta tap cdc lop ding ciu
ctia cac cdp (A, a) bao gom mot F-dai so étale va mot phan ti sinh va
tap cac da thic don khdi ma cde nhan t bat khd quy ciia nd tach duge.

8.3. Phan loai cac dai sb étale trén mot trudng
Cd dinh mot bao déng tach dude Q ciia F, va cho G 1a nhom Galois

clia Q trén F. Nhic lai ring (Chuong 7) day 1a mot nhom cac F-ty ding
cau cta Q, dugc trang bi topo Krull. Cho £ la mot truong con cta €,
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hitu han va Galois trén F. Mot lap luan sit dung b dé Zorn chi ra ring
anh xa
o—olE: G— Gal(E/F)
14 toan anh. Cac nhém con chuan tdc mé clia G chinh 1a céc hach cia
cac dong cau nhu vay, va G = lim, Gal(E/F).
Cho X la mot tap hitu han véi mot tac dong cta G,

Gx X —=X.

Ta néi rang tic dong 1a lién tuc néu anh xa d6 lién tuc véi topo roi rac
tren X va topo Krull tréen G. Vi X hitu han, diéu nay tuong duong vdi
viéc noi rang tdc dong nay phan tich qua G — Gal(E/F) d6i v6i mot
truong con nao dé E cua Q hitu han va Galois trén F.

Cho A 1a mot F-dai s6 étale, ky hieu F(A) 1a tap cac dong cau F-dai
s6 A — Q. Khi d6 G tac dong len F(A) thong qua tac dong clia né trén
G-

(cf)(a) =0c(f(a)), oc€G, [e€F(A),acA,
tic la, of = oo f. Ton tai mot md rong Galois httu han F ctia F chia
anh cia moi dong cau A — €, va tac dong ciia G len F(A) phan tich qua
Gal(E/F); vi thé n6 1a lién tuc.

Nhu vay, A ~ F(A) 1a mot ham ti phan bién tit pham tru cac F-dai
sO étale t6i pham tru cac G-tap hop lien tuc hitu han.

Vi du 8.12. Cho A = F[X]/(f) vdi f la mot da thic tich dugc trong
F[X]. Thé th

F(A) ~{ nghiém cua f(X) trong Q}.
Gid st rang A la tich cia cic F-dai 50 étale, A = Ay x --- x A,. Vi Q
khong cé wdc cia khong khdc khong nén moi dong ciu f: A — Q la bang
0 trén toan bo ngoai tric mot A; nao dé, va do dé, dua ra mot dong cau
A — Q thuc chat la dua ra mot dong cau A; — Q vdi i nao dé. Néi cdch
khac,
7

Noi riéng, vdi mot F-dai so étale A ~ [[, F;,
.F(A) ~ I_ll-HomF_dm 36(Fi7 Q)

Tu Meénh de 2.7, ta suy ra rang F(A) hitu han vdi bic [A: F).
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Dinh 1y 8.13. Ham ti A ~ F(A) la mot tuong duong phdn bién ti
pham tri cdc F-dai so étale tdi pham tru cic G-tap lién tuc hu han.

Chitng minh thit nhat. Ta phai chitng minh hai phat biéu sau:

(a) Ham tit F hoan toan trung thanh®; tic 1a, véi tat ca F-dai s étale
A va B, anh xa

HomF_daLi (A, B) — HomG_tap(]—"(B),}"(A))

la song anh.

(b) Ham ti F gan nhu 1a toan anh, titc 1a, moi G-tap lién tuc, hitu han
déu dang cau véi F(A) v6i mot s6 F-dai s6 étale A nao doé.

Cho V la mot khong gian vécto trén F, va dat Vo = Q®@p V. Khi d6 G
tac dong léen Vi, thong qua tac dong cia noé trén Q, va

V o~ (V)% o {veVy|ov=wvv6i moi o € G}.
Dé thay diéu nay, chon mot F-c6 s6 e = {e1,...,e,} cho V. Khi dé e la
mot Q-co sG cho Vo, va

olajer + -+ anen) = (cay)ey + -+ - + (oap)en, a; € S

Do d6 ajeq + - - - + ane, duge gitt c6 dinh bdi tat cd o € G néu va chi néu
ai,...,a, € F.
Tuong tu, néu W 1a mot khong gian vécto thit hai trén F, thi G téac

~ ~ 2,° o —1 N
dong lén Homgfmyén cnn(Va, Wa) bdi ca =coaoo™, va

G
HomF—tuyén tinh(v’ W> = HomQ—tuyén tinh(VQ7 WQ) : (6)

That vay, mot lua chon clia cac c¢o s6 cho V va W xéac dinh mot dang
cau Homp_ e iinn(Vi W) = My n(F) (cdc ma tran m x n trén F) va
Homg_ w6 1an (Vo Wa) = My, (Q), va G tac dong len My, »(Q2). Bay gio
(6) suy ra tit phat biéu hién nhien sau day: M, ,(F) = Mpy,.(Q)C.

Cho A v& B la céc F-dai s6 étale. Dudi dang cau

~ G
HomFtuyén tinh(A’ B> - HomQ—tuyén tinh<AQ’ BQ) )

Stully faithful
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cac dong cau F-dai s6 tuong ting véi cac dong cau Q-dai s6, va do vay
-~ G
HomFtuyén tinh (A’ B) - HOmQ—tuyén tinh(AQ7 BQ) :

T (8.6), ta biét rang Ag (resp. Bq) 1a mot tich cac ban sao ciia Q danh
chi s6 bdi cac phan tit cia F(A) tuong ting. F(B)). Lay t 1a anh xa gitia
cac tap hop F(B) — F(A). Khi do

(@i)icra) = (bj)jerm),  bi = ayy).

12 mot dong cau clia cac Q-dai s6 Aq — Bq, v moi dong cau clia cac
Q-dai s6 Aq — Bg c6 dang nay v6i duy nhat mot t. Nen

Homg_ 4y 56(Ao, Ba) = Homg_, (F(B), F(A)).
Dang cau nay tuong thich véi cac tac dong ctia G, va do do
Homg,_ g, 5(Aa, Ba)® ~ Homy, (F(B), F(A))“.
Noéi cach khac,
Homp_ g, (A, B) = Homgy, (F(B), F(A)).

Diéu nay chiing minh (a). Véi (b), cho S 1a mot G-tap hitu han, va cho
S = UjerS; 1a mot phan tich S thanh cdc G-quy dao. V6i méi i, chon mot
s; € S;, vi cho Fj 1a trudng con ctia Q ¢6 dinh béi cac on dinh héa clia
s;. Khi d6

f(“z’eIFi) ~ S,

CHUNG MINH THU HAI CUA DINH LY 8.13
Ta phac thao chtitng minh tha hai cho dinh 1y. V6i mot tap hitu han
S v6i mot tac dong lién tuc trén G, ta cho
Q° = Hom(S, Q).

No6i cach khac, Q° 14 mot tich cac ban sao ctia Q danh chi s6 béi cac
phan t ctia S. Cho G téc dong len Q° thong qua tac dong ctia no lén
ca Qva sS:

(v )o) =v(f(v"to), ve€G, f:S—=Q o€S,
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V6i moi F-dai sb étale A, c6 mot dang cau chinh tic
a®cr (0a.c)oera) QA= QAW (1)

Khi ta cho G tac dong lén Q ® A thong qua tac dong ctia né trén Q, anh
xa (7) tré thanh dang bién. Bay gio:

(a) v6i moi F-dai s6 étale A,
A~ (Qo A)Y,
(b) véi moi tap hitu han S véi tac dong lien tuc ctia G, (25)¢ 1a mot
F-dai s6 con étale ctia Q°, va
F((Q%)%) ~ 8.
Vi thé, A ~ F(A) la mot tuong duong ciia cac pham tri véi tya

nghich déo S ~ (Q%)C.

CAI TIEN DINH LY 8.13

C6 dinh mot mé rong Galois 2 ciia F (hitu han ho#ic vo han), va
dat G = Gal(Q/F). Mot F-dai s6 étale A ché ra béi Q néu Q ® A ding
cau v6i mot tich cidc ban sao ctia Q. V6i mot F-dai s6 nhu vay, cho
F(A) = Homy,_ g (A, Q).

Dinh 1y 8.14. Ham ti A ~ F(A) la mot tuong duong phdn bién ti
pham tri cic F-dai so étale ché ra bdi Q tdi pham tru cic G-tap hitu
han.

Chiing minh. Chiing minh tuong tu nhu ching minh cta Dinh Iy 8.13.
Khi Q 1a mot mé rong hitu han ctia F, tinh "lien tuc" c¢6 thé bé qua. O

PHAT BIEU HINH HOC CUA DINH LY 8.13

Trong muc nay, ta gia st rang ban doc da quen véi khai niem da tap
dai s6 trén mot truong F (Iuge do tach hinh hoc rit gon® kiéu hitu han
tren F). Ham tt A ~» Spec(A) 1a mot tuong duong phan bién tit pham
tri cac dai so étale trén F t6i pham tri cac da tap dai s6 0 chiéu trén

Sgeometrically-reduced separated scheme
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F. Noi riéng, tat ca cac da tap dai s6 0 chiéu la affine. Néu V = Spec(A),
thi y
€
Hompgoi o5(A, Q) =2 Homgpee(r) (Spec(2), V) = V()

(tap cac diém ctia V véi toa do trong Q).

Dinh ly 8.15. Ham ta V ~» V(Q) la mot tuong duong tw pham tru cac
da tap dai s6 0 chieu trén F tdi pham tru cic G-tap hop lién tuc hiu
han. Qua tuong duong nay, cac da tap lién thong tuong ing vdi cdc tap
hop tac dong truyén dan.

Chatng minh. Két hop Dinh 1y 8.13 v6i tinh tuong duong A ~» Spec(A).
O

8.4. So sanh véi 1y thuyét khong gian phu

Ban doc nén chi ¥ ring sy tuong ty ctia (8.13) va (8.15) v6i phat
biéu sau day:

Cho F la mot khong gian topo lién thong va don lién dia phuong,
va m: Q — F la mot khong gian phtt pho dung ctia F. Ky hiéu G 1a
nhém cac phép bién ddi phii ctia Q/F (sut Iya chon clia e € Q xAc
dinh mot dang cau ctia G véi nhém cd ban 7 (F, we)). Di v6i mot
khong gian phii F cta F, ky hiéu F(F) la tap hop cac anh xa phu
Q — E. Thé thi E ~ F(E) la mot tuong duong tit pham trit cic
khong gian phti ctia F' t6i pham tru cdc G-tap (v6i tac dong phéi).

Dé biét them thong tin, xem phan vé nhom co ban étale trong "Bai
gidng vé d6i dong diéu Etale" ctia toi, Szamuely vd Tamas, trong Céc
nhom Galois va cac nhém co ban. CUP, 2009.



CHUONG 9

MGa rong siéu viét

Trong chuong nay ta xét cic truong Q O F véi Q 16n hon F rat nhiéu.
Chéng han, ta c6 C > Q.

9.1. Doc lap dai sbé
Céac phan tit o, ..., o, cia Q tao ra mot F-dong cau

feflag,...,an) : F[X1,..., X, — Q.

Néu hat nhan ctia dong cau nay bang 0, thi cac a; dude goi 1a déc lap
dai s6 trén F, néu khong thi ching dugce goi 1a phu thudc dai sbé trén
F. Nhu vay, cic o; 1a phu thuoc dai s6 trén F néu ton tai mot da thic
khac khong f(X1,...,X,) € F[X1,...,X,] théa man f(aq,...,a,) =0, va
ching 1& doc lap dai s6 néu

i i L . .
Qiy,...in, € F, E Ajy,oin @y -t = 0= a;,,. ;, =0 VOl MO i1, ...,y

Hay chi ¥ sy giéng nhau véi khai niem doc lap tuyén tinh. Néu f thuan
nhat bac 1, thi dinh nghia trén trd thanh dinh nghia vé sy doc lap tuyén
tinh.

Vi du 9.1.

(a) Mot phan ti o la doc lap dai s6 trén F néu va chi néu né la phan
ti siéu viet trén F.

(b) Cdc so phitc © va e gan nhu chdac chan la doc lap dai so trén Q,
nhung dieu nay van chua dudc ching minh.
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Mot tap hop vo han A la déc lap dai sb trén F néu moi tap con
hitu han ctia A la doc lap dai s6; néu khong, né la phu thudc dai sé
tréen F.

Nhan xét 9.2. Néu o, ..., o, la doc lap dai so trén F, thi dnh xa
f( Xy, X)) = flat,...,an): FIXq,..., X = Floag, ..., ap)
la mot don_dnh, va do vay la mot dang cau. Dang cau nay sau dé co
théthdc trién tdi truong cdc thuong,
Xi—= o F(X1,...,Xp) = Flag, ..., ap).

Trong truong hop nay, F(ai,...,an) duge goi la mo rong siéu viét
thuan' cia F. Da thic

FXO)=X"—a X" P+ 4 (1) ey,
c6 nhom Galois Sy, trén F(ay,...,ap) (rem 5.41).
Bo6 dé 9.3. Cho~y € Q vaac Q. Cac diéu kién sau day la tuong duong:
(a) v dai so trén F(A);
(b) ton tai B, ..., Bn € F(A) sao cho y" + "t 4+ B, = 0;
(c) ton tai Bo, B, - .., Bn € F[A], khong dong thoi bang 0, sao cho Boy™ +
SV 4 B =05

(d) ton tai mot da thic f(Xi,...,Xm,Y) € F[X1,...,Xn Y] va
al,. .., am € A sao cho f(aq,...,am,Y) # 0 nhung f(ag,...,am,7y) =
0.

Chitng minh. (a) = (b) => (¢) = (a) 13 hién nhién.
(d) = (c). Viét f(X1,...,Xm,Y) nhu mot da thitc theo bién Y véi
cac he s6 trong vanh F[X71,..., Xy,

?

F(X1, . X, Y) = Zfi(Xl, LX) Y

Khi doé (C) dfmg v6i Bz = fi(al, R ,am).

(¢) = (d). Céc B; trong (c) c6 thé viét nhu la cac da thiic theo mot
s6 hitu han cac phan tit aq,...,qp, cla A, gid st ; = fi(ai,..., o) V6
fi € FIX1,. .., Xyl Khi d6 (d) dimg v6i f =3 fi(X1,..., X))V O

Lpure transcendental extension
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Dinh nghia 9.4. Khi v théa man cac diéu kién tuong duong trong Bo
de 9.3, n6 dugc goi la phu thudc dai s6 tren A (trén F). Mot tap hop
B la phu thudc dai sbé trén A néu mdi phan tii ciia B la phu thuoc
dai sb tréen A.

Ly thuyét trong phan con lai ctia chuong nay rat quen thuoc véi dai
s6 tuyén tinh. Nhiing tuong ting sau day rat hitu ich cho viéc nghién ctiu
ly thuyét do:

Dai s6 tuyén tinh | Siéu viét

doc lap tuyén tinh | doc lap dai s6

A C Span(B) A phu thuoc dai s6 trén B
cO SG cd s6 siéu viét
chieéu bac siéu viét

9.2. CoJ s4 siéu viét
Dinh ly 9.5 (Két quéa co ban). Cho A = {ay,...,an} va B={B1,..., b}
la hai tap con cua Q. Gid su
(a) A doc lap dai so (trén F);
(b) A phu thuoc dai s6 trén B (trén F).
Khi do m <n.
Ta truéc hét chiing minh hai bo dé sau.

B6 dé 9.6 (Tinh chét trao ddi). Cho {a,...,an} la mot tap con ciia Q;
néu B phu thuoc dai s6 trén {a1, ..., o} nhung khong phu thuoc dai s6
tren {a1, ..., am-1}, thi apm phu thuoc dai so trén {ay,...,am_1,8}.

Chitng minh. Vi § phu thuoc dai s6 trén {ai,...,a;} nén ton tai mot
da thitc f(X1,..., Xm,Y) Vvéi cac he s6 trong F ma

f(ala-"aamay)#oa f(Oél,...,Oém,ﬁ)ZO.
Viét f nhu la mot da thiic theo bién X,,,

FOX X, Y) =) ail(Xa, o X, V)X

i
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Dé v ring do f(a1,...,am,Y) # 0 nén it nhat mot trong cac da thic
ai(ag,...,m-1,Y),
khong 1a da thitc 0, gid stt a;, # 0. Bdi vi 8 khong phu thuoc dai s6 trén
{a1,...,am-1},

aio(al,...,am_l,ﬁ) 7& 0. Vi thé, f(ozl,...,am_l,Xm,ﬁ) 7& 0. Lal cO
f(a1,...,am,B) =0 nén a,, phu thuoc dai s6 tréen {o1,...,am_1,8}. O

B6 dé 9.7 (Tinh bic cau ctia sy phu thuoc dai s6). Néu C phu thuoc
dai so6 trén B, va B phu thudc dai so trén A, thi C' phu thuoc dai so trén
A.

Chitng manh. Lap luan trong ching minh ctia Ménh dé 1.44 chi ra rang
néu v dai s6 tréen mot truong £ ma E dai so6 trén mot truong F, thi v
dai s6 trén F (néu ay, ..., a, 14 cac he s6 ciia da thitc t6i tiéu ctia v trén
E, thi trudng Flai,...,an,7] ¢6 bac hitu han trén F). Ap dung diéu nay
V6l E = F(AU B) va F = F(A). 0

Chiing minh. (Dinh 1y 9.5) Gid st k 14 s6 cdc phan ti chung cia A
va B. Néu k = m, thi A C B, va 10 rang m < n. Gid st k < m,

va viet B = {a1,..., a5, Bests - But. Do apyq phu thuoc dai sé trén
{a1, ..., ak, Bes1, - - -, Bn} nhung khong trén {aq,...,a,} nén ton tai 3,
k+1<j<n, mi oy phu thuoc dai s6 trén {a1,..., ok, Betts-- -, B}

nhung khong phu thuodc dai s6 trén

{Oéh v 7051675]64-17 ) j—l}‘

Bo dé trao doi khi d6 chi ra ring 8; phu thuoc dai s6 trén

B ™ Bu {ary \ {5}

Do vay B phu thuoc dai s6 trén By, va do vay A phu thuodc dai s6 trén
By (béi 9.7). Néu k + 1 < m, ldp lai 1ap luan v6i A va B;. Cudi cung ta
sé dat dugc k =m, va m < n. ]

Dinh nghia 9.8. Mot co sd siéu wviét cho Q trén F la mot tap doc
lap dai s6 A sao cho Q dai s6 trén F(A).
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Bo6 dé 9.9. Néu Q dai so trén F(A), va A la nhé nhat trong so cdc tap
con cta Q vdi tinh chat dé, thi né la mot co sd siéu viét cho Q trén F.

Chitng minh. Néu A khong doc lap dai so, thi c6 mot a € A phu thuoc dai
s6 tren A\ {a}. Ta suy ra tit Bé dé 9.7 ring Q dai s6 trén F(A\ {a}). O

Dinh 1y 9.10. Néu ton tai mot tap con hiu han A C Q ma Q dai s6
F(A), thi Q c¢6 mot co sd siéu viét hiu han trén F. Hon nda, moi co s
siéu viet la hiu han va cé cung so cdac phan ti.

Chatng manh. Thuc té, moi tap con nhé nhat A’ clia A ma Q dai so trén
Q trén F(A) sé 1a mot co sd dai s6. Phat biéu thit hai suy ra tit Dinh 1y
9.5. []

Bo dé 9.11. Gid st A doc lap dai so, nhung AU {B} phu thuoc dai so.

Khi dé 8 dai so trén F(A).

Chitng minh. Tu gid thiét suy ra c6 mot da thitc khac 0
f(Xq,..., X, Y) e F[Xy,..., X, Y]

sao cho f(ai,...,an,B) =0 Véi ay,...,q, € A phan biét. Do A doc lap
dai s6 nén Y xuat hién trong f nhu mot bién. Do vay

F=gY"+ @Y™ '+ g, G €EFX—1...,X,],00#0,m>1
Vi go # 0 va «; doc lap dai s6, go(aq, ..., a,) # 0. B6i vi 3 1a mot nghiem
clia

f=golar,...,00)X™ +gi(ag,...,a) X" Lo dgnlar, ..., an),
nén n6 dai s6 tren F(aq,...,a,) C F(A). O

Meénh dé 9.12. Moi tip con doc lap dai so cuc dai ctia Q la mot co s¢
stéu viet cho Q trén F.

Chitng minh. Ta phéi ching minh ring Q dai s6 trén F(A) néu A 16n
nhat trong s6 cac tap con doc lap dai s6. Nhung tinh cuc dai suy ra
rang, véi moi § € Q\ A, AU{B} l1a phu thudc dai s, va do vay bo dé chi
ra rang 3 dai s6 trén F(A). O

Nhéc lai rang (ngoai trit trong Chuong 7), ta st dung mot dau sao
dé danh dau mot két qua phu thudc vao bo dé Zorn.
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Dinh 1y 9.13 (*). Moi tdp con doc lgp dai so ciia Q chita trong mot co
sd siéu viet clua Q trén F; noi riéng, co sd siéu viét ton tai.

Chiing minh. Cho S 1a tap cac tap con doc lap dai s6 ctia Q chita mot
tap cho trude. Ta cé thé sap tht tu rieng cho ching bdi phép bao ham.
Cho T 1a mot tap con duge sap thi tu ctia S, va cho B=J{A| A€ T}.
Ta khang dinh B € S hay néi cach khac B doc lap dai s6. Néu khong,
c6 mot tap con hitu han B’ clia B ma né khong doc lap dai s6. Nhung
tap con nhu vay sé chita trong mot trong cac tap trong 7', mau thuan.
Bay gio bo dé Zorn chi ra ring c6 mot tap doc lap dai sé cuc dai chia S.
Menh dé 9.12 chi ra rang tap do 1a mot co sé siéu viet ciia Q trén F. [

C6 thé chitng minh riang hai cd sé siéu viét bat ki ctia Q (c6 thé vo
han) trén F ¢6 cung lyc lugng. Luc lugng ctia mot co sG siéu viet cua
trén F dugc goi la bac stéu viét ciua Q trén F. Vi du, md rong siéu viét
thuan F(Xy,...,X,) c6 bac siéu viet n trén F.

Vi du 9.14. Cho pi,...,p, la cic da thic doi xing co ban trong
X1,...,X,. Truong F(Xi,...,X,) dai s6 trén F(pi,...,pn), va do
vay {p1,...,pn} chita mot co s siéu viet cua F(Xy,...,Xy). Bdi vi
F(X1,...,Xp) co bac siéu viet n, nén py,...,p, phai la mot co so siéu
vi€et.

Vi du 9.15. Cho Q la truong cac ham phan hinh trén mot da tap phic
compact M.

(a) Ham phan hinh duy nhat trén mat cau Riemann la cac ham hiu ¢
theo bién z. Vi thé, trong truong hop nay, Q la mot md rong siéu
viét thuan cia C vdi bac siéu viét 1.

(b) Néu M la mot dien Riemann, thi bic siéu viét ciia Q trén C la 1, va
Q la mot md rong siéu viet thuan cia C < M ddng cau vdi hinh
cau Riemann.

(c) Néu M c6 chieu phic n, thi bic siéu viét < n, vdi dau bing xdy ra
néu M c6 thé nhing trong mot khong gian za dnh nao do.

Meénh dé 9.16. Hai truong déng dai so6 c6 cung bac siéu viét trén F thi
F-ddng cdu vdi nhau.
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Chitng minh. Chon mot ¢d sd siéu viet A va A’ cho hai truong. Theo gia
thiét, c6 mot song &nh A — A’, n6 m4 rong duy nhat thanh mot F-dang
cau F[A] — F[A'], va do vay thanh mot F-ding cau clia cac trudng cac
thuong F(A) — F(A’). St dung ding cau nay dé dong nhat F(A) véi
F(A"). Khi d6 hai truong dang xét 1a cac bao déng dai s6 clia ciing mot
trudng, va do vay dang cau véi nhau (Dinh Iy 6.8). O

Nhan xét 9.17. Hai truong doéng dai s6 cé cung luc luong khong dém
duge v ¢6 cuing ddc s6 thy ddng cdu vdi nhau. Y tudng cia ching minh
nhu sau. Goi F va F' la cdc truong nguyén to cia Q va Q; ta cé thé
dong nhat F vdi F'. Sau dé chiing minh rang khi Q khong dém dugc, hic
lwong cia Q bang lic lugng cliia mot cé sé siéu viét trén F. Cudi cung,
dp dung ménh deé.

Nhan xét 9.18. Cdc tu ding ciu cia C la ¢i? Chi ¢6 hai tu dong cau
lien tuc (cf Bai tap A-8 va l0i gidi). Néu ta thita nhdan bo dé Zorn, thi
dé dang zay dung thém dugc nhieu nia: chon mot co sé siéu viet A
cho C trén Q, va chon mét hodn vi o cua A; o xdc dinh mot dazng cau
Q(A) = Q(A) c6 thé md rong thanh mot tu ding ciu cia C. Khong cé
bo dé Zorn thi chi cé hai , bdi vi cdc tu dang ciu khong lién tuc khong
do dugc® 3, va ta biét rang bo dé Zorn can thiét cho viéc zay dung cdc
ham * khong do duoc.

9.3. Dinh ly Liiroth

Dinh 1y 9.19. [Liroth/Cho L = F(X) véi X siéu viét trén F. Khi dé
moi truong con E clia L chifa thuc sy F déu c6 dang E = F(u) vdiu € L
nao do siéu viét trén F.

Dau tién ta sé phac thdo mot ching minh hinh hoc ctia Dinh ly
Liiroth. Phép nhing cia E vao trong L tuong ting v6i mot anh xa tu
dudng théang xa anh P! lén mot duong cong chinh qui hoan toan C. Bay
gio cong thitc Riemann-Hurwitz chi ra rang C' c6 giong 0. Vi viéc né co

2nonmeasurable

3Mot 1y thuyét kha co ban ctia G. Mackey néi ring cac dong cdu do dugc clia cic nhém Lie 1a
lien tuc (xem Theorem B.3, p. 198 clia Zimmer, Robert J., Ergodic theory and semisimple groups.
Birkhauser, 1984 )

41Ty chitng minh riing sy ton tai cia cac tap do duge non-Lebesgue khong thé duge ching minh
trong 1y thuyét tap hgp Zermelo-Frankel néu khong dugc dung tién dé chon ..." R. Solovay, Ann.
of Math., 92 (1970), 1-56.
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mot diém F-hitu ty (dnh ctia bat ky diém F-hitu ty ctia P') nén né dang
cau v6i PL. Vi thé E = F(u) v6i mot u € L siéu viét trén F.

Trude khi dua ra mot chiing minh so cap, ta nhéic lai bo dé Gauss va
cac hé qua cia né.

BO DE GAUSS

Cho R la mot mieén nhan tit hoéa, va Q 1a truong cac thuong, vi du
R=F[X] va Q= F(X). Mot da thic f(T) = a;T° trong R[T] dugc goi
14 nguyén thity néu cac hé s6 a; khong c6 uéc chung nao khac ngoai
don vi. Moi da thitc f trong Q[X] c6 thé viét dusi dang f = c(f) - f1 Vi
c(f) € Q va f; nguyen thiy (viét f = af/a v6i a 1a mau chung ctia céc
he s6 cua f), va sau do6 viét f = (b/a)f1 v6i b 1a u6c chung 16n nhat cia
cac he sb ciia af). Phan tit ¢(f) duge xac dinh duy nhat sai khac don vi,
va f € R[X] néu va chi néu c(f) € R.

Bb dé 9.20. Néu f,g € R[T] la nguyén thiy, thi fg cing vay.

Gida stt f = > a;T" va g = >_b;T", va p la mot phan ti nguyén to cta
R. Vi f nguyeén thity, c6 mot hé s6 a; khong chia hét cho p - gia st a;, 1a
hé s6 dau tién nhu vay. Tuong ti, lay b;, 1a hé sd dau tién clia g khong
chia hét cho p. Thé thi hé s6 ctia T+ trong fg khong chia hét cho p.
Diéu nay ching minh ring fg nguyén thuy.

Bo dé 9.21. Vdi bat ky f,g € R[T], c(fg) = c(f)c(g) va (fg)h = figr-

Cho f = c(f)fi va g = c(g)g1 v6i fi va g1 nguyén thiy. Thé thi
fg = c(f)e(g) frgr vOi figr nguyen thuy, va do vay c(fg) = c(f)c(g) va
(fg)r = fig1.

Bb dé 9.22. Cho f la mot da thic trong R[T). Néu f phan tich thanh
tich cia hai da thic khdc hang trong Q[T], thi né phan tich thanh tich
ctia hai da thic khdc hang trong R[T].

Gia st f = gh trong Q[T]. Khi d6 f; = gi1h; trong R[T], va do vay
f = C(f)fl = (C(f)gl).hl v6i C(f).gl va h1 tl"OIlg R[T].

Bb dé 9.23. Cho f,g € R[T]. Néu f chia hét g trong Q[T] va f nguyén
thiiy, thi né chia hét g trong R[T].
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Gia st fq = g v6i ¢ € Q[T). Thé thi c¢(q) = c(g9) € R, va do vay q € R[T).

CHUNG MINH DINH LY LUROTH

Ta dinh nghia bac deg(u) clia mot phan ti u ctia F(X) 1a s6 16n hon
trong sd cac bac clia tit s6 vA mau sé clia v khi né viét duéi dang toi
gian.
Bo6 dé 9.24. Cho v € F(X)\ F. Thé thi u siéu viet tren F, X dai s6
trén F(u), va [F(X): F(u)] = deg(u).

Chiing minh. Viét uw(X) = a(X)/b(X) v6i a(X) va b(X) 1a cac da thiic
nguyén t6 ciing nhau. a(T) — b(T)u € F(u)[T], va n6 nhan X nhu 1a mot
nghiém, va do vay X dai s6 trén F(u). T d6 suy u siéu viet trén F (néu
khong thi X dai s6 trén F; 1.31b).

Da thiic a(T) — b(T)Z € F|Z,T) ro rang 1a bat kha qui. Vi u siéu viet
trén /' nén

FIZT|~Fu,T|, Z<+<u T<+T,

va do vay a(T) — b(T)u bat kha qui trong F[u,T]. Tt d6, n6 ciing bat
kha quy trong F(u)[T] béi bo dé Gauss (9.22). N6 nhan X nhu 1 mot
nghiém, va do vay, sai khac mot hang s6, no la da thitc t6i ticu cia X
trén F(u), va bac la deg(u). ]

Vidu 9.25. Ta c6 F(X) = F(u) néu va chi néu
aX +b

u_cX—i-d

(‘ac #0) vdi aX +b va cX +d déu khong la mot hing so nhan vdi cdi
con lai. Cac dieu kién nay tuong duong vdi ad — be # 0.

Bay gio ta chiing minh Dinh 1y 9.19. Chon u 1a mot phan t clia F
khong nam trong F. Thé thi

[F(X): E]<[F(X): F(u)] =deg(u),
va do vay X dai s6 trén F. Goi
) =T"+a1T" '+ +a,, a €E,

la da thic toi tiéu clia né. Vi X siéu viét tren F nén a; € F, v6i j nao
d6. Ta sé chiing minh rang, véi bat ky a; nhu vay thi E = F(a;).
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Cho d(X) € F[X] la da thtic v6i bac thap nhat ma d(X)a;(X) € F[X]
v6i moi 4, va cho

fU(X,T) =df(T) = dT" + da,T" ' + - - - + da,, € F[X,T).

Khi d6 f; nguyén thiy nhu mot da thic theo bién T, tic la,
ged(d, day, . .., da,) = 1 trong F[X]|. Bac m cua f; trong X la bac 16n
nhat clia mot trong cic da thic day, ..., gia st d6 14 m = deg(da;). Viét
a; = b/c v6i b, ¢ 1a cac da thitc nguyén t6 ciing nhau trong F[X]. Bay gio
b(T) — ¢(T)a;(X) la mot da thic trong E[T] c6 X nhu la mot nghiém, va
do vay no6 chia hét cho f,

F(T)-q(T) =b(T) = c(T) - ai(T), q(T) € E[T].
Nhan ca hai vé v6i ¢(X), ta co
o(X) - f(T) - q(T) = e(X) - o(T) = e(T) - b(X).

B&i vi f1 sai khac f mot phan tit khiac 0 nén f; chia hét ¢(X) - b(T) —
c(T) - b(X) trong F(X)[T]. Nhung vi f; nguyén thiy nén né chia hét
c(X) -b(T) — ¢(T) - b(X) trong F[X,T] (bdi 9.23), titc 1a, ton tai mot da
thic h(X,T) € F[X,T] ma

FUX,T) - h(X,T) = ¢(X) - b(T) — ¢(T) - b(X).

Da thtic ¢(X) - b(T) — ¢(T) - b(X) c6 bac 16n nhat m trong X, va m 1a bac
ciia f1(X,T) trong X. Do d6, ¢(X) -b(T) — ¢(T) - b(X) c6 bac ding bing
m trong X, va h(X,T) c6 bac 0. Do vay, h(X,T) khong chia hét cho mot
da thiic khac hang trong F[X].

Do tinh déi xting, ¢(X)-b(T) —c(T)-b(X) c¢6 bac m trong T, va h(X,T)
khong chia hét cho mot da thiic khac hang trong F[T]. Nén h(X,T) € F*,
va do d6 f1(X,T) 1a mot hang s6 nhan véi ¢(X) -b(T) — ¢(T) - b(X). Bang
viéc so sanh bac ciia T, ta thay rang n = m. Vi thé

[F(X): F(a;)] = deg(da;) =m =n=[F(X) : E] <[F(X) : F(a;)],
va do d6 E = F[a;]. Cudi cung, néu a; ¢ F, thi
[F(X) : E] < [F(X) : F(a;)] = deg(a;) < deg(da;) < deg(da;) =m = [F(X) : E,

va do vay F = F(a;) nhu yéu cau.
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Nhan xét 9.26. Dinh Iy Liiroth khong ding khi cé nhiéu hon mot bién -
zem vi du ciia Zariski va Swan. Tuy nhién, khang dinh sau day la ding:
néu [F(X,Y): E] < oo va F déng dai so dic so 0, thi E la mot md rong
siéu viet thuan cia F (Dinh lij cia Zariski, 1958).

Liiroth ching minh dinh ly trén C vao nam 1876. Cdc truong tong
qudt hon dugc chitng minh bdi Steinitz vao nam 1910, bang lap luan trén.

9.4. Co s4 siéu viét tach

Cho E D F la cac truong véi F hitu han sinh trén F. Mot tap con
{x1,...,24} clia E 1a cd sb siéu viét tach’ cho E/F néu no doc lap dai
s6 tren F' va E 1a mot mé rong hitu han tach duge ctia F(x1,. .., z4).

Dinh 1y 9.27. Néu F hoan hdo, thi moi md rong hiu han sinh E ciia
F déu c¢6 mot co sd siéu viét tach trén F.

Chitng minh. Néu F c6 dic s6 0, thi moi co sd sieu viet 1a tach, va vi
thé phat biéu trd thanh (9.10). Do vay ta c6 thé gia st rang F c¢6 dac sd
p # 0. VI F hoan héo, moi da thitc theo X¥,... X} v6i he s trong F la
mot iy thua p trong F[Xq,..., X,

1

o yhp inD __ P i1 in\P
E azl.,.anl X = (E ail...z’nXl ...Xn) .

Cho E = F(x1,...,z,), VA gid stt rang n > d + 1 véi d 1a bac siéu viet
clia E trén F. Sau khi danh s6 lai, c6 thé gia st rang z1,...,zq la doc
lap dai s6 (9.9). Khi d6 f(x1,...,7441) = 0 d6i v6i mot da thitc bat kha
qui f(X1,...,Xge1) nao do véi he s6 trong F. Khong phai tat ca of /0X;
bang 0, néu khong f sé la mot da thitc theo X{,..., X7 |, suy ra n6 la
mot lity thita p. Sau khi danh s6 lai, ta c6 thé gia sit ring 0f/0X 1 # 0.
Khi d6, 24,1 1a dai s6 tach dugc trén F(x1,...,24) va F(x1,. .., 2041, o)
dai s6 trén F(z1,...,24,24+1). VI thé no ciing dai s6 trén F(z1,...,24),
va vi thé, bdi Dinh 1y phan tif nguyén thiy (5.1), ton tai mot phan ti
y ma F(x1,...,0449) = F(x1,...,24,y). Do d6 E sinh béi n — 1 phan tit
(nhu 1a mot trusng chita F). Sau khi lap lai qua trinh, c6 thé mot vai
lan, ta sé c6 B = F(z1,...,2q41) VOi 2q41 tach duge trén F(z,...,24). O

Ghi cha 9.28. Thuc té, ta da ching minh rang E c6 mot c¢d s siéu viét
tach vdi d+ 1 phan tii, ¢ dé d la bac siéu viet. Dieu nay cé mot dién dat

Sseparating transcendence basis
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hinh hoc nhu sau: moi da tap dai s6 bat kha quy chiéu d trén mot truong
hoan hdo F tuong duong song hitu ty vdi mot siéu mat H trong A vdi
phép chiéu (ay,...,aq11) — (a1,...,aq) nhan F(H) nhu la mot md rong
tach duge hitu han cia F(A?) (xem bai giang Hinh Hoc Dai So cia tac
gia,).

9.5. Ly thuyét Galois siéu viét

Dinh 1y 9.29. Cho Q la mot truong dong dai s6 va F la mot truong con
hoan hdo cia Q. Néu o € Q dugc gitt co dinh bdi tat cd F-tu dong cau
ctia Q, thi a € F, tie la, QAYE) — .

Chitng minh. Lay a € Q\ F. Néu « dai s trén F, thi c6 mot F-dong cau
Fla] — Q anh xa o thanh mot lién hop clia a trong Q khac . Dong cau
nay md rong thanh mot dong cau tit bao déng dai s6 F clia F trong
t6i  (bdi 6.8). Bay gio chon mot co sd siéu viet A cho Q tréen F. Ta c6
thé mé rong dong cau clia ta thanh mot dong cau F(A) — Q bang cach
anh xa mé&i phan tit cia A thanh chinh né. Cudi cling, ta c6 thé md rong
dong cau nay thanh mot dong cau tit bao dong dai s6 Q ciia F(A) t6i Q.
F-dong cau Q — Q thu duge tu khic 14 dang cau (cf. 6.8).

Néu o siéu viet trén F, thi né 1a phan ciia clia mot co sé sieu viet
A cho Q trén F (xem 9.13). Néu A ¢6 it nhat hai phan t, thi ¢6 mot
tu dang cau o clia A ma o(a) # «. Bay gio o xac dinh mot F-dong cau
F(A) — Q, md rong thanh mot déng cAu Q — Q nhu truée do. Néu
A = {a}, thi ta cho F(a) — Q 1a F-dong cau bién a thanh a + 1. Lai mot
lan nita, n6 m3 rong thanh mot déng cau Q — Q. O

Nhan xét 9.30. Dinh lyj 9.29 ding vdi Q chi dong tach duge. DE nhin
thay dieu nay, cho Q% la mot bao dong dai s6 cia Q. Thé thi moi tu ding
cau o ctia Q/F md rong duy nhat thanh mot tu dang ciu & cia Q% /F:
cho a € Q% va cho o € Q; thi a(a) la nghiém duy nhat clia XP" —o(a?")
trong Q. Do dé, néu o € Q co dinh bdi tat cd cic F-tu dang cdu clia Q,
thi né co dinh bdi tat cd F-tu dang ciu cia Q%, va vi thé né nam trong
F.

Cho Q D F la céac truong va G = Aut(Q/F). V6i moi tap con httu han
S cua Q, dat

G(S)={oce€G|os=svéimoiseS}
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Nhu trong Chuong 7, cac nhém con G(5) ciia G ¢6 dang mot ¢d s6 lan
can véi duy nhat topo trén G, cai ma ching ta goi 1a to po Krull. Cac
lap luan tuong ty nhu trong Chuong 7 chi ra rang topo nay 1 Hausdorff
(nhung n6é khong nhat thiét compact).

Dinh ly 9.31. Cho Q> F la cdc truong ma QF = F,G = Aut(Q/F).
(a) Véi moi md rong hitu han E cia F trong Q, QAHYE) = B,

(b) Cdc dnh za
He— QY M Aut(Q/M) (9.1)
la cdac song dnh nghich ddo cia nhau gita tap hop cdic nhéom con
compact cua G va tap hop cdac truong trung gian trén do Q Galois
(c6 thé vo han):

Galois

{ cac nhom con compact cia G} < {cdac truong M ma FC M C Q}
(c) Néu ton tai mot M hitu han sinh trén F ma Q Galois trén M, thi
G compact dia phuong, va dudi (9.1):
{cac nhom con compact mad cia G }
tuong ing 1:1 vdi

/ N . hitu han sinh Galois
{ cac truong M ma F C M C Q}

(d) Cho H la mot nhém con cia G, va M = QY. Thé thi bao déng dai
s6 My cia M Galois tréen M. Hon niia, néu H = Aut(Q/M), thi
Aut(Q/My) la mot nhom con chuan tic cia H, va o — o|My anh za
H/Aut(Q/My) mot cach ding cauw vao mot nhom con tru mat cia

Aut(My/M).
Ching minh. Xem 6.3 of Shimura, Goro., Introduction to the arithmetic
theory of automorphic functions. Princeton, 1971 ]
9.6. Bai tap

9-1. Tim tam cua lién hgp phtic trong Aut(C, Q).



Mot sb6 bai tap bd sung

A-1 Cho p la mot s6 nguyén t6 va m,n 1a cac s6 nguyén duong.
(a) Tim diéu kien can va di ddi v6i m va n dé Fp. c6 mot trusng
con dang ciu véi Fyn. Chitng minh khang dinh ctia ban.
(b) Néu ton tai mot trudng con nhu vay, c6 bao nhiéu trudng con

dang ciu véi Fym nhu thé, va vi sao?

A-2 Chitng minh ring nhom Galois ctia trudng phan ra F cia X3 — 7
tren Q dang cau véi Ss, va hiy mo ta cac trudng trung gian giita Q
va F. Nhitng trudng trung gian ndo chuan tic tren Q?

A-3 Chiing minh rang hai truong Q[v/7] va Q[v/11] khong dang cau véi
nhau.
A-4 (a) Ching minh ring nhém nhan tat cd cdc phan tit khac khong
trong mot truong hitu han la xyclic.
(b) Xay dung tuong minh mot trudng c6 9 phan tit, va chi ro mot

phan ti sinh cia nhém nhan ctia né.

A-5 Cho X siéu viét trén mot truong F, E' la mot truong con ctia F(X)
chita F thic sy. Chitng minh rang X dai s6 trén E.

A-6 Chiing minh, cang tric tiép cang tot, rang néu ¢ 1a mot can nguyen
thity bac p ctia 1, p nguyén t6, thi nhém Galois Q[¢] trén Q 1a xyclic
cap p— 1.

A-7 Cho G 1a nhém Galois ctia da thic X° — 2 trén Q.
(a) Tim cap ctia nhom G.
(b) Hay xac dinh xem G ¢6 phéi 1a mot nhom abel hay khong?
(c¢) Hay xac dinh xem G c6 gidi duge hay khong?
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A-8 (a) Chitng minh rang moi dong cau trudng tit R vao R 14 song anh.,
(b) Chitng minh ring C dang ciu v6i mot s6 nhiéu vo han trudng
con cta chinh no.
A-9 Cho F 1a mot truong c6 16 phan tit. Héi cac da thitc sau day c6 bao
nhiéu nghiém trong F: X3 —1, X4 -1, X1 -1, X7 —1.
A-10 Tim bac ctia mot truong phan ra cia da thic (X3 —5)(X3 —7) trén
Q.

A-11 Tim nhém Galois ctia da thic X6 — 5 trén Q va trén R.

A-12 Cac he s6 ctia mot da thitc f(X) dai s6 trén mot truong F. Chiing
minh ring f(X) la mot uéc ciia mot da thiic khac khong g(X) nao
do6 véi he s6 trong F.

A-13 Cho f(X) la mot da thiic bac n trong F(X), va E la truong phan
ra ctia f. Ching minh rang [F : F] 1a uéc clia n!.

A-14 Tim mot phan tit nguyén thuy cho truong Q[v/3,v/7], cu thé 1a mot
phan t1t sao cho Q[v/3,V7] = Q[a].

A-15 Cho G 1a nhém Galois ctia (X* — 2)(X3 — 5) trén Q.

(a) Tim mot tap cac phan t sinh cho G va cac quan hé gitta céc
phan ti do.
(b) Cau tric clia nhém G 1a gi?

A-16 Cho F 1a mot truong hitu han véi dac s6 khac 2. Chitng minh rang
X2 +1 =0 c6 mot nghiem trong F néu va chi néu |F| =1 mod 4.

A-17 Cho E la trudng phan ra trén Q cia (X2 —2)(X? —5)(X? — 7). Tim
mot phan tit o trong E sao cho E = Q[a].

A-18 Cho E 1a mot mé rong Galoi cia F v6i nhém Galois S, n > 1 (n
khong nguyéen t6) Goi H; 1a nhém con ciia S, gom cdc phan ti
c6 dinh 1 vA Hy 13 nhém con sinh bdéi nhém cyclic (123...n). Goi
E; = B i =1,2. Tim bac clia Ey, Eo, F1 N Ey va E1F5 trén F. Chi
ra rang ton tai mot truong M sao cho F C M C Ey, M # F, M # F»
nhung khong ton tai truong nao thod man véi E;.

A-19 Cho ¢ la mot can nguyén thuy bac 12 ctia 1 trén Q. ¢6 bao nhiéu
truong con thuc sy gitta Q[¢?] va Q[¢]?.
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A-20 Cho da thitc X3 — 3, hay tim tuong minh trudng phan ra ctia né
tréen Q va cac phan tit sinh ra nhém Galois ciia da thiic dé.
A-21 Cho E = Q[¢], ¢® =1, ¢ # 1. Chting minh réng i ¢ E va néu L = E[{]
thi —1 1 mot chudn tit L vao E (O day i = v/—1).
A-22 Cho E 1a mot mé rong truong cia F. Goi Q 14 bao déng dai sb clia
E v o1,...,0, & cac F ding cau phan biét tit £ — Q.
(a) Chi ra rang oy, ..., 0, doc lap tuyén tinh tren Q.
(b) Chiing minh réng [E : F] > m.
(c) Cho F c6 dic s6 p > 0 va L 1a mot trudng con clia  chita E
sao cho a? € E v6i moi a € L. Chting minh rang mdi ¢; c¢6 mot
md rong duy nhat t6i mot dong cau o : L — Q.
A-23 Xac dinh nhém Galois ctia trudng phan ra F cia X% — 3 tréen Q.
X4c dinh s6 cac trudng con bac 2.

A-24 Cho F la mot truong con ciia mot truong hitu han F. Chiitng minh
rang anh xa vét 7' = Trp/p va dnh xa chuan N = Nmp,r clia E trén
F déu la toan anh tit E vao F.

A-25 Chitng minh hodc dua ra phan vi du cho nhitng khang dinh sau.

(a) Néu L/F 1a mot mé rong bac 2, thi c6 mot tu dang cau o cia
L sao cho F 1a truong c6 dinh ctia o.

(b) Cing khang dinh trén véi L 1a trudng hitu han.

A-26 Mot mé rong Galois hitu han L cia mot truong K ¢6 bac 8100.
Chting minh rang c¢6 mot trudng F véi K C F C L sao cho [F : K| =
100.

A-27 Mot mé rong dai s6 L clia mot truong K v6i dic s6 0 dude sinh
bdi mot phan tit 6 véi 6 1a nghiém cia ca hai da thic X3 — 1 va
X%+ X%2+1. Cho L #0, tim da thitc tdi tiéu cia 6.

A-28 Cho F/Q la mot md rong Galois bac 3%, n > 1. Chiing minh rang
c6 mot chudi céc truong

Q:F()CFlC"'CFn:F

sao cho v6i moi i, 1 <i<n—1, [F11: F;] = 3.
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A-29 Cho L la truong phan ra trén Q ctia mot phuong trinh bac 5 véi
nghiém cac phan biét. Gia stt L c6 mot tu déang cau co dinh ba trong
cac nghiém do6 va trao d6i hai nghiém con lai, va hon nta o # 1 ¢c6
cap 5.

(a) Chitng minh rang nhom cac tu dang cau ctia L la nhém déi
xiing trén 5 phan ti.
(b) C6 bao nhiéu trudng con thuc su cta L la cdc mé rong chuéan

tac ctia Q7 V6i moi truong nhu vay, tim [F: Q).

A-30 Cho L/K 1a mot mé rong dai s6 tach dugc, bac d. Chiing minh ring
s6 cac truong trung gian gitta K va L khong vudt qua 2¢.

A-31 Cho K la trudng phan ra trén Q ctia X° —1. Hay mo t4 nhom Galois
Gal(K/ Q) va chitng minh réng K c6 ding mot truong con c6 bac 2
tren Q, ky hieu 1a Q[¢ + ¢4, v6i ¢ # 1 1a nghiém ctia X° — 1. Tim da
thitc téi tiéu ctia ¢ +¢* trén Q. Tim nhém Gal(L/K) v6i L 1a truong
phan ra trén Q cua

(a) (X?=5)(X°—-1);
(b) (X2 +3)(X°—1).
A-32 Cho Q1,99 la cac truong dong dai s6 c6 bac sieu viet tréen Q bang

5, a: Q1 — Q9 1a mot dong cau. Ching minh ring o 13 mot song
anh.

A-33 Tim nhom cac Q- ty dong cau ctia truong k = Q[v/—3,v/—2].

A-34 Chiing minh rang da thic f(X) = X3 — 5 bat kha quy trén Q[v/7].
Goi L 1a truong phan ra cta f(X) trén Q[V7], chiing minh ring
Gal(L/ Q[v7]) = S3. Chitng minh ring ton tai mot truong con K
cia L sao cho Gal(L/K) 1a mot nhém xyclic cap 3.

A-35 X4c dinh nhém Galois G ciia f(X) = X° —6X* + 3 trén F, vé6i

(a) F=Q;
(b) F =Ts.

Trong mdi truong hop, néu goi £ 13 truong phan ra cta f(X) trén
F, hay x4c dinh s6 truong K théoa man F c K C E va [K : F] = 2.
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A-36 Cho K 1a mot truong c6 dic s6 p, v6i p” phan tit va 6 1a mot ti dong
cau clia K bién moi phan t1t thanh liy thita bac p ctia chiing. Chiing
minh ring ton tai mot ty dong ciu o clia K théa man fao? = 1 khi
va chi khi n 1é.

A-37 Mo ta truong phan ra va nhom Galois trén Q ctia da thitc X° — 9.

A-38 Cho E la mot mé rong Galois clia F' théa man [E : F] = 53 . 432,
Chiing minh rang ton tai hai truong trung gian thuc su K, Ko thoa
man cac tinh chat sau:

(i) Mai truong K; la mot mé rong Galois cua F;
(i) k1N Ko = F;
(iii) K1K2 = E.
A-39 Cho p 1a mot s6 nguyén t6, F = F,, m la mot s nguyén duong

khong chia hét cho p. Goi K 1a truong phan rd ctia X™ — 1. Tim
K : F].

A-40 Cho F la mot truong c6 81 phan tit. Hiy tinh s6 nghiém nam trong
F clia mdi da thic sau: X8 —1, X8 —1, X8 _—1.

A-41 M6 tad nhéom Galois trén Q ctia da thie X6 — 7.

A-42 Cho K la mot truong c6 diac s6 p > 0, va F = K(u,v) 1a mot mé
rong trudng bac p? thda man v € K va v € K. Chiing minh réng
K khong hitu han, nghia 1a F khong phai 1a mot mdé rong don ciia
K, va ton tai vo han truong trung gian gitta K va F.

A-43 Xac dinh truong phan ra va nhém Galois ctia X3 — 5 trén Q[v/2].

A-44 Cho p 1a mot s6 nguyén to, hay tim nhom Galois trén Q cta da
thie X° — 5ptX +p.

A-45 Phan tich da thitc X* + 1 trén cac truong sau: Fs, Fos va Fo5. Xac
dinh truong phan ra trong moi trusng hop.

A-46 Cho Q[a] 1a mot md rong hitu han ciia Q. Gia st ton tai ¢ € Q,q # 0
sao cho |p(a)| = ¢ véi moi dong cau p : Q[a] — C. Chitng minh rang
tap hop céc nghieém cilia da thic toi tiéu clia o trung véi tap hop
cac nghiem ciia da thitc t6i tiéu clia ¢2/a. Tt d6 suy ra ring ton
tai mot ty dong cau o ctia Qo] théa mén:



170 M¢ rong siéu viét

(i) 0?2 =1 va
(it) p(oy) = p(y) v6i moi v € Qla] va p: Qla] — C.
A-47 Cho F la mot trudng c6 dic sd bang 0, p 13 mot s6 nguyen t6. Biét
rang moi da thic bat kha quy f(X) € F[X] déu c6 bac la mot liy
thita clia p. Chitng minh rang moi phuong trinh ¢(X) = 0,9 € F[X]
déu gidi duge bang can threc.

A-48 Cho K = Q[v5,v/—=7] va L la truong phan ra ctia f(X) = X3 — 10
trén Q.

(a) Xac dinh nhém Galois cua K va L trén Q.
(b) K c¢6 chia nghiém nao ciia f khong?
(c¢) Tinh bac mé rong cua K N L trén Q.

A-49 X4c dinh truong phan ra (trén Fp) cia X? — X € F,[X], tu d6 suy
ra rang X? — X c6 mot nhan tit bat kha quy f € Fp[X] bac r. Goi
g(X) € Z][X] 1a mot da thitc don c¢6 anh 1a f khi lay modulo p cac
hé s6. Chiing minh rang g(X) bat kha quy trén Q[X].

A-50 Goi E 1a truong phan ra ctia X3 — 51 trén Q. Liet ké tat ca cac
truong con ctia £ va tim mot phan tit v € E sao cho E = QJy].

A-51 Cho k = Fyg24 va K 13 mot md rong bac 2 ciia k. Chiing minh rang
ton tai duy nhat mot k-tit dong cau bac 2 ¢ ciia K va tinh s6 phan
tit z € K* sao cho o(r) =271

A-52 Cho E va F la hai truong hitu han c6 cung diic s6. Kiém tra cac
ménh deé sau:

(a) Ton tai mot dong cau vanh tit F vao E khi va chi khi |E| 1a luy
thuta cua |F.
(b) Ton tai mot don cAu nhém tit nhém nhan cia F vao nhém
nhan cua F khi va chi khi |E| la lay thta cia |F.
A-53 Cho L/K 1a mot md rong dai s6. Chitng minh réng L déng dai s6
khi va chi khi moi da thic f € K[X] c6 phan tich hoan toan trong
L.

A-54 Cho K 1a mot truong va M = K(X), X 13 mot bién. L 1a mot trudng
trung gian khac K. Chting minh rang M hitu han chiéu trén L.
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A-55 Cho 61,65, 05 1a cac nghiem clia f(X) = X3+ X% - 9X + 1.

(a) Chitng minh riang 6; € R\ Q va phan biét.

(b) Giai thich tai sao nhém Galois (trén Q) G ciia f thuoc {As, S3}.
Cho mot mo t4 ngan gon cach xac dinh G (ma khong tinh toan
cu the).

(c) Chitng minh rang cac véc to hang clia ma tran

39 9 9
3 01 02 03
3 0y 03 601
3 03 01 09

doi mot tryc giao v6i nhau. Tinh do dai ctia chiing va dinh thic
cua ma tran tréen.

A-56 Cho E/K la mot mé rong Galois véi bac p?q, trong d6 p > ¢ 1a cac
s6 nguyeén to, ¢ fp? — 1. Chitng minh ring:

(a) ton tai cac truong trung gian L, M sao cho [L : K| = p? va
(M : K] =g;

(b) L, M la Galois trén K;

(¢) Gal(E/K) la mot nhém abel.

A-57 Cho ¢ € C la mot can bac 7 cua 1.

(a) Chitng minh rang X%+ X° + X4+ X3 4+ X2 + X + 1 la da thiic
to1 tiéu ctia ¢ tren Q.
(b) Tim da thiic t6i ti¢u ctia ¢ + ¢! trén Q.

A-58 Cho K la bao déng Galois trén Q ctia Q[v/2]. Tinh [K : Q] va x4c
dinh 16p cac dang cau clia Gal(K/ Q).

A-59 Cho p, ¢ la hai s6 nguyén t6 phan biét, K = Q[/p, /q)-
(a) Chiing minh rang Gal(K/Q) = Cy x Cs.
(b) Chitng minh rdng moi trudng trung gian bac 2 ctia K trén Q

déu c6 dang Q[v/m] v6i m € {p,q, pq}.
(c) Chitng minh rang ton tai v € K sao cho K = Q[y].



Bai kiem tra mau

. (a) Cho o la mot ty dang ciu clia truong E. Gia st 0% = 1 va
o(a) +o%(a) =a+o*(a) v6imoiack,

chting minh rang o2 = 1.
(b) Cho p 1a mot s6 nguyen to, a,b 1a cac s6 hitu ti thoa man
a® 4 pb?> = 1. Chiing minh rang ton tai cac s6 hitu ti ¢, d sao cho
a =520 va b= 2,
c2+pd? c2+pd?
. Cho f(x) 1a mot da thiic bat kha qui bac 4 trong Q[z] va g(z) 1a da
thiic giai® bac 3 clia f. Tim quan hé gitta nhém Galois ciia f va clia
g. Tim nhém Galois ctia f néu

(a)

) g(z) =23+ 3z + 1.

(a:):x3—3x+1,

Q

(b
. (a) C6 bao nhiéu uéc bat kha qui v6i he s6 dau bang 1 ctia #2°—1 €
[F5[x]? Bac ctia chiing bang bao nhiéu?
(b) C6 bao nhiéu u6c bat kha qui véi he s6 dau bang 1 clia 22°—1 €
Q[z]? Bac ctia ching bang bao nhieu?

Cho E la truong phan ra cta (z° — 3)(2° — 7) € Q[z]. Tim bac cia E
trén Q. C6 bao nhiéu truong con thyc su cia E khong chita trong
cac truong phan 1 clia cd 2° — 3 1dn 2° — 77 (Ban c6 thé gia thiét
rang 7 khong phai 1a mot can bac 5 trong truong phan ra ctia °—3.)

5. Xét md rong truong Q O F. Mot phan tit a € Q duge goi 1a F-zdy
dung duge néu né nam trong mot trudng c6 dang

Flyai,...,van), a € Flyai,...,Ja-i.

6resolvent
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Gia st Q 1a mot mé rong Galois hitu han cta F va xay dung mot
truong £, F C E C € sao cho moi a € Q la E-xay dung dugc va E
la truong nhoé nhat c6 tinh chat treén.

6. Gia st Q 13 mot mdé rong truong cia truong F. Ching minh ring
moi F-dong cau Q — Q déu la mot ding cau, néu nhu

(a) Q 1a truong dong dai s6, va
(b) Q ¢6 bac siéu viét hitu han trén F.

Liéu c6 thé bd bét dieu kién nao trong hai diéu kien trén hay khong
(Hoac chiing minh, hoac duwa ra mot phan vi du.)
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